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Chapter 1 


اللوغاريتمات ۰ Logarithms‏ 
° 1-1]نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات . 
° -1] الدالة اللوغاريتمية . 
° [1-3] خواص الدالة اللوغاريتمية . 
° ]1-4[ اللوغاريتمات العشرية . 
۰ [1-5] اللوغاريتمات الطبيعية . 
° ]1-6[ استخدام الآلة الحاسبة . 


0 
: 
f 


الرمز أو العلاقة الرياضية 
الدالة الاسیة | f (x) = ах‏ 
الدالة اللوغارتمية y= log x‏ 
اللوغاريتمات العشرية у = log x‏ 
اللوغاريتمات الطبيعية | у= In x‏ 


۲ 


]1-1[ نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات 
اكتشفت اللوغاريتمات في أوائل القرن السابع عشر من قبل الملاك الاسكتلندي جون نابيير 

)1550 - 1617م) الذي كان شغوفاً بالرياضيات ومن اهم اعماله استخدام اللوغاريتمات التي 

ساعدت في تبسيط الحسابات الفلكية المعقدة التي تحتوي في اغلبها عمليتي الضرب والقسمة وتحويلها 

الى عمليتي الجمع والطرح وكان كتابه ((توصيف قواعد اللوغاريتم المدهشة)) الذي نشره في عام 

4ء . وقد حوى هذا الكتاب اولى الجداول اللوغاريتمية التي استغرق اعدادها 20 سنة. 

الفكرة الأساس القائمة عليها اللوغاريتمات هي تحويل الاعداد على شكل أس والتعامل معها عوضا 

عن الاعداد الاصلية. 

واليك بعض المجالات التي تستخدم فيها اللوغاريتمات: Е ПЕ ОБ НЕ ЮЕ.‏ به ü ti‏ 

Е 630 6302 5303 اهنت‎ Е.305 Е-306 2307 Е.308 Е.309 

* استخدامه في قياس قوة الزلزال على مقیاس ريختر. 

* يصف الرقم الهيدروجيني للمادة (PH)‏ درجة حموضة المادة 

التي تحسب باستخدام اللوغاريتمات للأساس 10 حيث: 


الرقم الهيدروجيني [* PH = - log [H‏ 
H*‏ ترکیز ом‏ الهيدروجين في المادة = — 
*يستخدم في قياس شدة الصوت (L)‏ بالدیسیبل حيث: — ` 


e ИН (4/5) حيث 3: شدة الصوت‎ L = 10 Log аја, 


2: اقل شدة للصوت تستطيع إذن انسان عادي ان تميزه . ند ت 
٭حساب سرعة الصواریخ )5( حیث: 2 1 


ын s = - 0.0098n + v Ln k 
زمن اشتعال وقود المحرك.‎ 0 

гу‏ سرعة انطلاق البخار كم/ ثا. 

:k‏ نسبة كتلة الصاروخ محمل بالوقود الى كتلتة بدون وقود 

:Ln‏ اللوغاريتم الطبيعي. 

* في الاحصاء يستخدم في حساب الفائدة المركبة المستمرة R‏ حيث: 
0 المبلغ المستثمر. 

۲ الفائدة. 

0 عدد السنوات . 

*حساب الوسط الهندسي = (к)‏ )06 (ر×) МГ)‏ 

في البنود اللاحقة سندرس اللوغاریتمات العشرية والطبيعية . 
e‏ 


| 


[1-2] الدالة اللوغاريتمية Logarithmic Function‏ 
لقد درست في الصف الرابع العلمي الدالة الأسية: 

ЕК + В, х) - 2* , 2 <0 , 2 +1‏ وهي دالة تقابل 
ولانها دالة تقابل فلها دالة عكسية ( ۴١‏ ) حیث ۰ © - ОВУ‏ 
وهي تقابل ایضاً وتدعی هذه بالدالة اللوغاريتمية 
ولتوضح ذلك: الجدول آدناه یمثل بعض الازواج المرتبة التي تمثل الدالة "2 = y‏ 


ركم الل اا 9-1-9 ار 
Го | ж | а 7‏ 

بالإعتماد على النقاط :- )14-,0),(1( , (1,2) , (2,4)) رسمنا المنحني البياني "2 = ۷ 

ويمكن رسم المنحني البياني للتقابل العكسي بالإعتماد على نظائر هذه النقاط والتي هي :- 

۲ ((4,2) ,)2,1( , (1,0) , (4- , پے-)) 


| 0 


| والشكل المجاور يوضح ذلك. 


وبصورة عامة يمكن وضع تعريف الدالة اللوغارتمية بالشكل الآتي :- 
الدالة اللوغاريتمية : 

يرمز للدالة العكسية للدالة ۷-۵۳ بالرمزلا x=Log‏ فنقول ان × هو لوغاريتم ۷ للاساس а‏ 
ويمكننا ان نکتب العلاقة الاتية: 


x = Log y = y = ах 


ҮхєВ , ۷ مع‎ ,8< 0,141 


اكتب كلا مما يأتي بالصورة اللوغارينمية: 
7 - 2@ :3 0.001-10@ 125 - :05 


x = Log y => у= a* الحل: من المعلوم ان‎ 


@ 5: - 125 تكافىء‎ Log 125- 3 

Log 0.001- -3‏ تافیء :7 10 - 0.001 Ө‏ 
Log 2 - 5 ۰‏ تکافیء 325 = 2 Ө‏ 
اكتب كلا مما й‏ بالصورة الاسية: 
Log 64 = 12 8: Log 10000 = 4‏ 5 2 = 49 وم 0 


Їоду-х > y = а" ¿J الحل : من المعلوم‎ 
Ф Log 49-2 = وھ‎ - 7 
Ө و۱‎ 64-12 = 64- 022 


۷ 
Log 10000 = 4 = 10000 = 104 


]1-3[ خواص الدالة اللوغاريتمية 


=< عدد حقيقي موجب لوغاريتم.‎ 0509 
ليس للعدد الحقيقي السالب لوغاريتم.‎ 
( ہما ان الدالة اللوغاريتمية تقابل فان:‎ 00 
x = y <> Log x = Log y , ۷ ۴,۷ 2 ۳ 
| سنقبل القواعد الاتية بدون برهان:‎ x,y € R لكل ٭‎ a = 1 a> 0 اکن‎ 
í Log (xy) = Log x + Log y 
Log (x/y) = Log x - Log y 


Ф 
b. 
е Log x" =n Log (x) , ۷ NFER 
° 
ya es 


مغالطات قواعد اللوغاریتمات: 


* Log (xy) = Log x . Log y 


* Log یں‎ 209 х. , ۷ + 0 
а Log у 


* Log x" == (Log х)" 


-: ان‎ ай 


Log (17/5)- Log (34/45)+2 Log )2/3( = 1 


الطرف الایسر : 
Log 17/5 - Log 34/45 + Log (2/3)‏ 
سل | وما بعد الاختصار نحصل علی 
2 


Log 2 = дуу»‏ الطرف الایمن 
CN РЭХ! q‏ الآتية: 
з‏ - 343 وما @ ×- ۱۰91۱/۱25 Ө‏ 6 - 64 وما 60 4 Ф.‏ | 
الحل : 4 Log x = 4 = х=‏ © 
مج - (81) > 81 -× 
× - 2 > ×= 64 = 6 - 64 وما Ө‏ 
2 ع X=‏ 
لماذا ؟ مج = )2( | 
۰ - 1/125 = ×- 1/125 وما @| 
53-55-»т х= -3‏ | 
| مج = (3- { 
7:-х:‏ > 5 - 343 343=3 وہ1 Ф‏ 
х= 7‏ 
مج = }7{ 


5 


3 


١ 


۱ 


| Log 10000 = 4 7 3 = 343 Log 1/25 --2 0.01)? = 0.0001 
ө: b. Ө و‎ 1/ Фоо) 


0 
09 جد العدد الذي لوغاریتمه للاساس (1/4) هو )2.5( 
© جد اساس العدد )0.01( الذي لوغاریتمه )1( 


@ جد لوغاريتم العدد (1/8) للاساس )2( 


: الحل‎ 
L = 2. = نفرض العدد‎ ۱ 
ас 2.5 > х= зә] تفرض‎ ® 
..× = )1/4( = x =1/(22)? < x = 2 
Log 0.01 - 1 < x = ایا نفرض الاساس‎ 
001-х! > x = 0.01 
L = = نفرض اللوغاريتم‎ 
وه‎ 1/8 = x = x = نفرض اللوغاريتم‎ - 


18-2" > 2 < 2 3 эх--3 


АЗУ. ١)‏ تمارين )1-1( حمر 


L = L = ہے‎ Log 0.00001 = x 
ас од х 5 016 нь. e g 
اكتب الصورة الاخرى لكل مما يأتي:‎ | 


| © فيما يلي علاقات غير صحيحة دائما. kel‏ 8 - ×ء 8 = لاء حيث 0 < 2 وبين ذلك: 
гаг Log (х юу) + Log х + Log y‏ 
Log ху = Log x ۰ Log y‏ تق 
Log x° = ( Log x 13‏ 8 


: جد قيمة ما يأتي‎ ® 
Ө وما4 + 40/9 و۱۰‎ 5 + 2Log 6 
Ө: Log 8 + Log 125 - 3 59 20 
ا‎ Log (x - 4) - 2 Log (x > 2) + Log (x > 2) / (x + 2) 
جد قيمة كل مما يأتي:‎ Log 3 = 0.4771 , Log 2 = 0.3010 اذا کان‎ 


аг Log 0.002 “b. Log 2000 є. Log 12 
10 


حل المعادلات الآتية: 
(2x -1(+ Log (x + 4) = 95‏ و0٠‏ © 

СЕ x + 5(- Log (x зарга 

Ө: 5 + Log 5/66 - Log 132/121 + Log 12 = x 

Ө: х - 7) + Log (3x +1(-> 1+ Log 2 


Decimal Logarithms اللوغاريتمات العشریة‎ ]1-4[ 

سبق ان درسنا اللوغاریتم لاي اساس 0 < 2 , 1 + ص 
| والان سنتعرف على لوغاريتم اساسه 10 = 8 يسمى اللوغاريتم العشري (اللوغاريتم الاعتيادي 
(Соттоп Logarithm‏ وقد اتفق على عدم ААХ‏ الاساس )10( حين استعماله. 


Log 0.06 يكتب‎ Log 0.06 ۰ Log 7 يكتب‎ Log 7 أفمثلاً:‎ ١ 
10 
Log x يكتب‎ Log x 


? А ۱ , 
Log 0.01 = Log 10 эг -24104105-5:334 Log 10" = п ومن المفيد هنا ان نذكر‎ 


]5— 1[ اللو غاريتمات الطبیعیة Natural Logarithm‏ 
تعرفت في بند [1-4] على اللوغاريتمات العشریة حیث كان الاساس )10( والان سنتعرف علي 
اللوغاريتمات التي اساسها (ед‏ 
حيث 2.718281828459045= e‏ ويمكن ايجاده ) ( حيث іт (1+1/n)" = e‏ 
وبالتقریب تکون 2.71828 e=‏ 


اذا فرضۂ =1 فان مهج ذا كانت 

л‏ سر | 259374264 1 | دوس 
2.70481383 9.01 | . 

: بشكل‎ | 0.001 2.71692393 | іт (1+-17=е ояш с 


0.0001 2.71814593 
0.00001 2.71826824 
0.000001 2.71828047 
0.0000001 2.71828169 
0.00000001 2.71828181 


والتي تسمی باللوغاريتمات الطبيعية وتكتب بالشكل ))0-(( لتميزها عن اللوغاریتم العشري ((Log))‏ 


11 


من تعريف ( الدالة اللوغاريتمية ) لو بدلنا الاساس 8 بالاساس © نحصل على 
х= пу = у = ех‏ 
قواعد اللوغاریتمات الطبیعیة نفس قواعد اللوغاریتمات العشریة 


Їлес-х,УхєВ 


البرهان: الطرف الایسر 


البرهان : الطرف الایسر . 
сам у= Log x > x = aY‏ 
بأخذ اللوغاریتم الطبيعي لطرفي العلاقة 1 


06 


1/ Log 15 + 1 ما قيمة 15 وما/‎ 
: الحل‎ 
1/(Ln15/Ln 3) + 1 /(Ln 15 /Ln 5) = (Ln 3 / Ln 15 )+( Ln 5 / Ln 15) 
= (Ln 3 + Ln 5)/Ln 15 = Ln 15 / Ln 15 =1 


Ln x = Ln a» 


Lnx=ylLna > y=Lnx/Lna = الطرف الايمن‎ 


]1-6[ استخدام الالة الحاسبة 
بعد دراستنا للوغاریتمات العشرية والطبيعية وبعض قوانین اللوغاريتمات. الان سندرس 
كيفية استخدام الحاسبة (Calculator)‏ لأيجاد لوغاريتم عدد ولوغاريتمات الاعداد المقابلة. 
او لا: ايجاد لوغاريتم العدد : 
( أ ) في حالة اللوغاريتمات العشرية (Log)‏ 
* نكتب العدد المعطى ثم نضغط على المفتاح Log‏ فيظهر الناتج . 


G 

استخدم آلتك الحاسبة لتجد: | 

_ ө: 7 ө: 13 ө: 0.08 © ٠٠و‎ 1.5 | 
: الحل‎ 

0.84509804 = الناتج‎ Log نكتب 7 ثم نضغط‎ dD f 

Log7 = 0.84509804 اي‎ 

® نكتب 13 نضغط Log‏ الناتج = 1.113941352 
3 نکتب 0.08 نضغط Log‏ الناتج = 1.096910013 - 
® :4- 1.5 نضغط Log‏ الناتج = 0.176091259 


(ب) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((Ln))‏ 
* نكتب العدد نضغط المفتاح Ln‏ فيظهر الناتج 


0 


استخدم آلتك الحاسبة لتجد: 


Ө: 0.08 ۱. 1.5‏ 13 گت 7 0۰ 
الحل: 


@ نكتب 7 نضغط Ln‏ الناتج = 1.945910149 

2.564949357 = الناتج‎ Ln نضغط‎ 13 сс: ® 

@ نكتب 0.08 نضغط Ln‏ الناتج = 2.525728644 - 
@ نكتب 1.5 نضغط Ln‏ الناتج = 0.405465108 


Ы" 4 Е 8 


Ч! 


ثانياً: أيجاد العدد المقابل اذا علم لوغاريتمة 
( أ ) في حالة اللوغاريتمات العشرية 

* نكتب لوغاريتم العدد المعطى نضغط على مفتاح 2001 (او في بعض الحاسبات (INV‏ 
ويكون لونه عادة ((اصفرء ازرق ...)) ثم نضغط على Log‏ فيظهر العدد المطلوب . 


` 


)2 
باستخدام آلتك الحاسبة جد الاعداد المقابلة التي لوغاريتماتها العشرية هي: 
Ө 1.113943352 © - 1.096910013 9‏ 600.84509804 
الحل: 
@ نكتب 0.84509804 نضغط 200۴ ثم نضغط Log‏ فيظهر 7 
«ас ©‏ 1.113943352 نضغط 2001 نضغط Log‏ يظهر 12.9999999 = 13 
© نضفط مفتاح[-] نكتب 0.096910013 ٹم نضغط |-| 
فيظهر 0.096910013- ثم نضغط 2001 ثم Log‏ يظهر 0.08 
@ نكتب 0.176091259 نضغط 200۴ ثم Log‏ يظهر 1.5 
ملاحظة: 
قارن نتائج مثال (1) مع مثال (3) 
( ب ) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((Ln))‏ 
* نكتب لوغاريتم العدد المعطى ثم نضغط على مفتاح 2001 ثم نضغط Ln‏ فيظهر العدد المطلوب 


Р“ 
0 
رم‎ 
جد الاعداد المقابلة للاعداد التي لوغاريتمها الطبيعي هي:‎ 
011149 Ө > 7 


Ө.-:.525728644 838 الحل:‎ 


@ << 1.945910149 نضغط 2005 ثم Ln‏ فيظهر 7 
@ نکب 2.564949357 ثم نضغط 2001 ثم مفتاح Ln‏ يظهر 12.999999999 = 13 
® نضفط [-] تكتب 2.525728644 ثم ]=[ فيظهر 2.525728644- ثم 
نضغط 2001 ثم Ln‏ فيظهر 0.08 
@ نكتب 0.405465108 نضغط 200۴ ثم Ln‏ فيظهر 1.5 


14. 


أمثلة متنوعة (استخدم آلتك الحاسبة) 


O) 


جد Log 3 ¿š‏ 
4 
الحل : 
باستخدام قاعدة تبدیل الأساس 
Log 3 = Log 3/Log4 = 0.4771/0.6021 = 0.7924‏ 


Ф 


Log 7 + Ln 5 < جد‎ 
: الحل‎ 
Log 7 = 0.8451 
Ln 5 = 1.6094 
Log 7 +Ln5 = 0.8451 + 1.6094 


= 2.4545 ۲ 92 


جد قيمة 1092 - ۱0916 
5 5 
الحل : 


Log 16 - Log 2 = Log 2 
۱ “= Log 8 بتبديل الاساس‎ 
= Log 8/1095 2<- 9 
= 1.2903 


60 


جد قيمة 1.05)!5( = х‏ باستخدام اللوغاریتم 
الحل : я‏ 
x = (1.05)5‏ نأخذ لوغاریتم الطرفين | ٣ص‏ نی 

sas باستخدام آلتك الحاسبة‎ Log x = 15 Log 1.05 
Log x = 15 x 0.0212 
Log x = 0.3180 


`. x = 2.0797 


ЕТ = Би ۳ шилээ. ۵ ш 8 ۶ 6 
h 3 
١ - 


في سنة 1995 حدثت هزة أرضية في إحدى مدن العالم بدرجة 8.0 والمصنف على مقیاس رختر ۰ وحدثت هزة 
اخرى في 2001 في مدينة اخرى بمقدار 6.8 قارن بین الطاقة المنطلقة من هاتين الھزتین . 


الحل: 

E. 30° _ 30” 
6.8 دت‎ 6.8 

Е. 30 30 


8.0-6.8 


В = 


В = 30 
R = 30 
Log R= 1.2 Log 30 


وبإستخدام الحاسبة اليدوية نجد 


حد الوسط الهندسي للاعداد: 16 ç 15 ç‏ 14 3 13 
الحل : 


الوسط الهندسي = (×) .... X.)‏ رک( 


м = 4[)13()14()15()16( 
Log М = سے‎ [Log 13 + Log 14 + Log15 + Log 16] 
Log M = ёр ]1.1139 + 1.1462 + 1.1761 + 1.2041] 
- 4-х 4.6403 
= 1.1601 


M = 14.458 22‏ .` 
و ےر 


اوجد الرقم الهيدروجيني لماء البحر اذا كان تركيز أيون الهيدرجين [H°]‏ له حوالي: 
х 4+9‏ 3.2 
الحل : 


PH = وما-‎ [H'] الرقم الهيدروجيني‎ 
= —Log 3.2 x 10° 
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Ё 


Log 107°]‏ + 3.2 وما]-- 
-[Log 3.2 – 9Log 10]‏ 
]9 - 993.2[ - 
Log 3.2 + 9‏ - 
9 + 0.5052-= 
8.494 = 


` 
OF)‏ 
بفرض انك تستثمر )2( مليون دينار بفائدة مركبة سنوية مستمرة قدرها 27 اوجد جملة ما 
ستحصل عليه بعد )10( سنوات. 


الحل: 

R = m e" sh قانون حساب الفائدة المركبة المستمرة‎ | 
عدد السنوات‎ = n ٠  ةدئافلا‎ =١ . А = m ë 
لسنوات‎ š الميلخ‎ - Шинээ 


R= 2.000.000 xe | 
الطرفين‎ Ln بأخذ‎ ۰ 2.000.000 x 5 H 
Ln R = Ln 2.000.000 + 1/5 
= 14.7087 
`. R = 2442908 


$%> 


استخدم صاروخ لدفع سفينة فضائية. فاذا كانت نسبة کتلته 20 وسرعة انطلاق البخار 1.5 کم/ٹا | 
وزمن الاشتعال 100 ثا. جد سرعة الصاروخ . 
الحل: 

s = – 0.0098 n + v Ln k А) استخدم‎ 
نسبة كتلته‎ = k الزمن › ۷ = سرعة انطلاق البخار‎ = n ٠ سرعة الصاروخ‎ S حيث:‎ 
| s = - 0.0098 x 100 + 1.5 Ln20 
s = -0.98 + 1.5 x (2.9956) 
= -0.98 + 4.4934 
: s = 3.5134 کم/ٹا‎ 


۳ ; 


۳۳ تمارین )0-2 2۸ سم 


« استخدم آلتك الحاسبة » 
| جد قیمة کل من 
Log 8 Log 15 Ln 200‏ 
2 جد قيمة کل 7 ° е Н‏ 
зз + Ln 33‏ وما + Log зз‏ @ 27 وہ - 52 وه © 
| جد قيمة کل مما يأتي: 
601.02۳ 3656ھ 
® حل كلا من المعادلات الآتية: 
Өс.‏ 80-17 ۰ 2:6 - 02 
17 جد الوسط الهندسي للاعداد الآتية: 
5 14 13 ۰ ۰12 ۰11 10 ۱ 
66 28 ان : 
Log abc+ 1/ Log abc + 1/Log abc= 1‏ او 
е: 40/9 #2 (2Log 5 + Log 6) = 5‏ 
© اذا كان 
a = Log b « b= Log 5‏ فأن Log a = 1/ab‏ 
® ترکیز он‏ الهيدروجين [H']‏ في ош‏ هو 10-7 × 2.5 فجد الرقم الهيدروجيني له. 
® باستخدام قانون الفائدة المركبة R = те"!‏ لاستثمار مليون دينار بفائدة قدرها 2.57 ولمدة 
)6( سنوات. جد جملة ما سیحصل عليه. 
ад‏ جد سرعة صاروخ نسبة كتلته نحو 10ء وسرعة انطلاق بخاره قدرها 3.5 كم/ثاء وزمن 
اشتعال المحرك 50 ثانية. 
® اي مقدار (مقادير) يكافىء المقدار 2Log a - Log b‏ ° 
а? — Log b‏ وه ө! (ab)? Г‏ او a/b (۶ ө:‏ ( وه © 
@ في سنة 4997 حدثت هزة أرضية في إحدى المدن العالمية بدرجة 4.9 والمصنف على مقياس 
رختر ء وحدثت هزة اخرى في مدينة اخرى سنة 1999 بمقدار 7.0 ۰ قارن بين الطاقة المنطلقة 
من هاتين الهزتين. 


® أختر الاجابة الصحيحة للمقدار Log a/b‏ 


Ө: оса / Logb ө! а - Log b 0۱٢۰و‎ (a-b) ۳ لیس أي‎ 1 
718. 


© الفصل الثاني‎ о) 
Chapter 2 


Sequences المتتابعات‎ 


* [2-1] المتتابعة کدالة وتعریف . 

. الحد العام للمتتابعة‎ ]2-2[ ٠ 

° -2] المتتابعة الحسابية . 

° [2-3-1] مجموع المتتابعة الحسابية . 

٠ 17‏ ]2-4[ المتتابعة الهندسية . 

" | 2-4-1[۰] الحد العام للمتتابعة الهندسية . 
° [2-4-2] المتتابعة الهندسية اللانهائية . 


الحد الأول 


3 


المتتابعة الحسابية 
المتتابعة الهندسية 
المتتابعة الحسابية 
المتتابعة الهندسية 


المتتابعة الحسابية 


المتتابعة الهندسية 


المتتابعة الھندسیةاللانھائیھ 


© الفصل الثاني‎ о) 
Sequences المتتابعات‎ 

]2-1[ المتتابعة كدالة وتعريف 

قبل تعريف المتتابعة نأخذ المثال الاتی : 

= ` 


رہ 


ف 


l2 , 10} < В لیکن‎ 
п) = 5 + 0 


إن هذه الدالة تعين لکل عدد صحيح موجب (n)‏ من بين عناصر المجموعة الجزئية من 2 
الصورة (5+2п)‏ وان: 
5-6-11-)43, 5-4-9-)42, 2-7 + 5 -(11| 
f(10) = 5 + 20 = 5‏ 
ويمكن أن نعبر عن هذه الدالة على صورة أزواج مرتبة كالآتي : 
((10,25) ... ,)3,11( ,)2,9( .)1.7( | 
ولأن مجال الدالة هو المجموعة ( 10, ......,1,2,3 فانه یمکن АД‏ مداها مرتباً على الصورة 
( 25..., 7,9,11( 
أي صورة (1) - 7 
š s<‏ )2( = 9 وهکذا 
وهذه الدالة تسمی [ متتابعة ] والاعداد المتتابعة تسمی ب [ حدود المتتابعة | 


المتتابعة هي دالة مجالها 27 ( في هذه الحالة تسمی متتابعة غير منتهیة (Infinite Sequence‏ 
أو أي مجموعة جزئية مرتبة ومنتهية تنتمي الى *2 تبدأ بالعدد )1( أي على الصورة 
П}‏ ....1,2,3) (في هذه الحالة تسمی متتابعة منتهیة) وتکتب بشكل < ... , .۰۰۰۰ 


فمثلاً الدالة ((7,9) , )6,10( ,)5,4( ,)2,7( , (1,3)) = f‏ 
لا تسمى متتابعة СУ‏ مجالها ( 1,2,5,6,7( 
ولیس )1,2,3,4,5,6( 


أي أن مجالها لیس مجموعة جزئیة مرتبة ومتتابعة من*2 تبدأ بالرقم 1. 


720 j 


رھ 


لتکن € ۲ حيث 0 = п)‏ أكتب المتتابعة . 


الحل : 


f(1) = 1 ۰ f(2) = 1/2 ,۶)3( = 1/3, 


وتکتب بالشکل الاتي : المتتابعة <... , 1/3 , 1/2 , 1 > 


. آکتب المتتابعة‎ Қп) = п + 1 ,n ع‎ {1,2,3,...,20} 


۱۳۳2 ,002)= 5 درق‎ а 
> 2 , 5 , 10 , ..., 401< المتتابعة‎ .. 


f(20) = 1 


| مھ 
لتکن пев‏ , 85 - (0)؟ »هل تمثل متتابعة ؟ 
٦‏ الحل: 
ليست متتابعة لأن مجالها لیس *2 أو مجموعة مرتبة منها على صورة (1,2,3,...:0) 


ملاحظة: 
إذا لم يحدد مجال المتتابعة نعتبره *2 


6 


اکتب الحدود الستة الأولى للمتتابعة: 


0-1 ИТА سی‎ 
لحل : ظ‎ 
(even) زوجي‎ n (odd) فردي‎ n 
f(2) = 22 = 4 f(1) = 4-1 = 3 
f(4) = 42 = 16 f(3) = 4-3 =1 
f(6) = 62 = 36 15) = 4-5 = -1 


وتكون الحدود الستة الاولى على الترتيب هي : < 36 , 1- , 16 , 1 , 4 , 3 > 


اھ 


) 


[2-2] الحد العام للمتتابعة: General Term For Sequence‏ 
الحد العام أو (الحد النوني) هو قاعدة عامة يمكن منها أيجاد کل حدود المتتابعة. 
فمثلاً متتابعة الاعداد الزوجية الموجبة: ... 2,4,6,8 حدها العام هو: 


نرمز للحد العام بالرمز ,لا فيكون: 

بمعنى: )62 = U = ۴)1( , О,‏ 
وهكذاء وسنستخدم الرمز ,لا لتعني المتتابعة التي حدها العام U‏ وتكتب 
тиимэ‏ 


وكذلك متتابعة الاعداد الفردية الموجبة: ... 1,3,5,7 حدها العام هو: 


ا 


اكتب خمسة حدود الأولى من المتتابعة التي حدها العام هو 
الحل : 


5,-(-1у/3--1/3‏ , 1//2-1/2-(-,9 بعك رہ 

= )-1(4/4 = 1/4 , О, = )-1(5/5 = -/5 

>-1 , 1/2 , -1/3 , 1/4 , -1/5< المتتابعة‎ .. К 
رق‎ 


اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة التي حدها العام 


2- = إلا ,2 = إلا ,1- = رلا ,2 - إلا ,1/2- = U,‏ ,2 - لا 
Ада.‏ »3/2-,1,2-,.12.,2-,2 
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را 


اكتب المتتابعة لا حيث: 


U - 1 , رلا‎ = 2+1-3 , U, =1/3 = 1/9 , U, = 4+1 = 5 


U, = 1/52 = 1/25 , إلا‎ = 6+1 = 7 
41,3,1/9,5,1/35,7» Ада J. 


اکتب الثلاثة حدود الأولى من المتتابعة التي حدها العام 3 - U‏ 


| 


۱ 3 = ,لا , 3 - رلا , 3 - لا 
.2 المتتابعة < 3 , 3 , 3 > 


1. المتتابعة التي حدودها متساوية تسمى [ المتتابعة الثابتة ] 


2. ترتيب الحدود يعد خاصية مميزة للمتتابعة ولذلك فان المتتابعتين: 
<Fn>=<3 , 2, 7, 9, 4< <Нп> = <3, 7, 2 , 9, 4>‏ 
مختلفتان لأن: 7 = H,‏ بینما 2 = 


-т s H 2‏ 
3 قد لا تكون لبعض المتتابعات قاعدة لحدها العام فمثلاً : 
٤1‏ ہگ ,13-17 11۰ ,5:7 ,و9 , ۳2 
ليس لحدها العام قاعدة حيث لا يمكن Хэд‏ صورة عامة یمکن بواسطتها إيجاد کل حدود هذه 


- 


المتتابعة ۔ 


лал"‏ ,نم 2444 )2-1( 2 سر 


9 أي العبارات التالية صحيحة وأيها خاطنة: 
® كل دالة مجالها *2 هي متتابعة. 
© كل دالة مداها *2 هي متتابعة. 
® كل دالة مجالها )7.8 , 6 , 3,4,5{ هي متتابعة. 
رز کے دالة مجالها 7 هي متتابعة. 
كل دالة مجالها ( 7 , 6 , 5 , 4 , 2,3 , 1) متتابعة منتهية. 
@ كل دالة مجالها ( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 ,2 , 1 ) هي متتابعة. 
@ الحد الرابع في المتتابعة |١ /(n+1)>‏ < يساوي 2/5 
® مجال المتتابعة <96 , ۰ , 4 , 2> هو Z'‏ 
® في المتتابعة <, لا > حيث ,لا О = n‏ 


1[ خم 


قأن الحدان الاول والثاني مختلفان عندما 1 = 9 
АО)‏ المتتابعة > n°‏ > يكون U. > U‏ 


® أكتب كلأ من المتتابعات الآتية مکتفیاً بذكر الحدود الستة الأولى: 


| 
А - ЁС . |‏ و سے КОТИС)‏ 
26 المتتابعة > п +20 ¿sa <U‏ = ,لا أثبت أن U‏ < ,رلا 
"k.‏ | کب ثمانية حدود من المتتابعة بفرض: 
n‏ فردي ۰ + i‏ 


4 :مت = 
n‏ زوجي ...س 


Arithmetic Sequence المتتابعة الحسابية‎ ]2-3[ 


هي متتابعة يكون فيها ناتج طرح کل حد من الحد الذي يليه مباشرة يساوي عدداً ثابتاً یسمی 
أساس المتتابعة (الفرق المشترك (Соттоп Difference‏ ويرمز له بالحرف Ч,‏ ,.لا-ك وكذلك فانه 


يكفي لتعيين المتتابعة الحسابية معرفة حدها الاول ) First Term ) a‏ وأساسها ( d‏ ) ثم ياضافة 
الاساس الى الحد الاول نحصل على الحد الثاني وهكذا... 
فمثلا المتتابعة الحسابية التي فيها 2 = 2 ء 3 = ل هي: 
<... 6 17 , 14 11 هبو رده 
والمتتابعة التي حدها الاول а=‏ وأساسها = d‏ هي: 


<a , а+а , а+2а , a+3d , ...< 


| آنواع المتتابعات الحسابية: 
أ. <... , 8 , 6 , 4 , 2> متتابعة متزايدة فیها 0 > а‏ )4-4-2-2( 
ب. <..., 5- , 1- , 3 , 7> متتابعة متناقصة فيها 0 < (d=3-7=-4)d‏ 


ج. <... , 3 , 3 , 3> متتابعة ثابتة فيها 4-0 (d=3-3=0)‏ 
الحد العام للمتتابعة الحسابية: General Term forArithmetic Sequence‏ 
ذكرنا أن المتتابعة الحسابية التي حدها الأول а=‏ وأساسها = d‏ هي: 
<a, а+а , 38+201 , 8+30 , ...<‏ 


. U, =a=a+(0 و = ل‎ + )1-1( 4 


=а + )1( а =a + (2-1) d‏ رلا 
a+(2)d = a+(3-1)d‏ 1 
U = а+(3)а = a+(4-1)d‏ 


Аде وبصورة‎ 


а + (п-1) 4 Уп > 0 , ۱ М 
يسمى بالحد العام أو (الحد النوني) للمتتابعة الحسابية.‎ 
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3 
өв»‏ 
اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها الاول = 7 ء وأساسها = 3- مکتفیاً بالحدود الستة الاولى 


منها: ھ2 


الحل: ہو 8-, 5-, 2-2 1: 4, 7< 


المتتابعة هي: <..., 8-, 5-, 2-, 1, 4, 7> 


` 
OE) 

أوجد الحد العاشر من المتتابعة الحسابية: <... , 14, 4,9> 
الحل : 


d=5,a=4 
`. U, = a + (п-1) а 
U, - 4+ (10-1) x 5 - 4+ 9 x 5 = 9 5 
4 - اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها السابع - 36 وأساسها‎ 
الحل:‎ 


4 + 4 + 4 + 0 6 + 3 - ,لا 
ә‏ رہہ أوسا 
36-а-6х4-а-12 = <12,16,20,24,...>‏ 
... المتتابعة الحسابية هي: <... , 24 , 16,20 , 12> 
متتابعة حسابية حدها الثالث = 9 وحدها السابع = 3- أوجد حدود المتتابعة بين رلا , ,لا ء 
الحل: 
(1)... 9 - 0 2 + و - إلا 
U=a+6d=-3 ....(2)‏ 
بطرح 1 من 2 ینتج:  >d--3‏ 12- - 44 
بالتعويض في )1( а»2(-3)-9-а-15‏ 
6 - (3-) 3 + 15 -4 3 + هد 0 
U, =a + 4 0 = 15 + 4 )-3(‏ 
=а+5а = 15 + 5 )-3(‏ ,لا 


3 
0 


N 


O) 


أوجد الحد الذي ترتيبه 200 في المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس = )4-( 
وأساسها = (12) 
الحل: 


وحيث أن 12 = d‏ نجد a‏ باستخدام قانون الحد العام حيث: ۵ (1 - U, = a + (n‏ 


U و‎ 4d = -4 = و‎ + 4 х 12 = a = -52 


Ооа + 199 ۵ 


О = -52 + 199 x 12 = 2336 ال ر480‎ 


أوجد عدد حدود المتتابعة الحسابية <113, ... ,1- ,4- ,7-> 
الحل : 
U - 3‏ , 3 ۔ ((7۔)-۔4-۔۔8 , a=-7‏ 
“О =a+ (п - 1( ۵‏ 
عدد حدود المتتابعة . 41 (п- 1) х3 + 120 = 3 (п- 1) > п=‏ + 7- = 113 


اذا كان لدينا العددان طء a‏ وادخلنا بينهما الاعداد ...6۰0۰6 
كأوساط حسابية بین a b‏ حيث عدد الحدود = عدد الاوساط + 2 


مثلاً إذا أدخلنا 6 أوساط حسابية بين 38 , 10 تتكون متتابعة حسابية عدد حدودها = 6 + 2 = 8 


كذلك ۶ - ك0 , 10 - و , 8 - م , 38 = U,‏ 
d= 4‏ ج ل 7 - 28 ج 0 7 + 10 - 38 > ٩‏ 3+7 - إلا | 
.2 الاوساط 38 [34 , 30 ,26 , 22 ,18 ,10,114 


` 


! 
1 


[2-3-1] مجموع المتتابعة الحسابیة: Sum of ап Arithmetic Sequence‏ 
إذا کونت ) (U‏ متتابعة حسابية فان مجموع حداً الاولى فيها يرمز له بالرمز S‏ أي أن: 
+U‏ ... + إلا + =U +U‏ ,8 
=ar+(ard)+(a+2d) +... (U - d)‏ ,5 
وبعكس ہے =U +(U —-d)+(U -2 d) +...+ (а+а)+а‏ 5 .1 


بالجمع 
=(a+U )+(a+U )+(a+U )+...+(a+U )+(a+U )‏ 25 


2 s =n (a + U) 
قانون ایجاد مجموع ٦ا من حدود المتتالية الحسابية إذا علم الحد الاول والاخير.‎ 
дэх (U عندما نعوض الحد العام = (الحد الاخير‎ | 


U, =a+ (п - 1( а 
(d) والاساس‎ (a) يصبح قانون المجموع بدلالة الحد الاول‎ . 
۔ و‎ [a + a + (п – 1) d] 


أوجد مجموع حدود المتتابعة الحسابية > 100,..., 3, 2, 1> 
الحل : 
=1,U - 100 ,n = 0‏ 


0 -50*101 = ]1+100[ 190 = لدم ل - ,5 


4 و2 


@ x > 


متتابعة حسابية حدها الثاني = 4 وحدها ما قبل الاخير = 22 وعدد حدودها = 12 جد 


الحل: في أية متتابعة حسابية يكون : 


الحد الاول + الحد الاخير = الحد الثاني + الحد ماقبل الاخير 


.. 5 -— [а+0]-12 ]4 + 22[ - 6 × 26 156 


OE) 


جد مجموع ثمان حدود من المتتابعة الحسابية <....,4,1,6-> 


d=5 , n =8 
5 [2a + (0-1) d] 
S, ---р x(-4)+(8-1)x 51 
S, = 4 [-8 + 35] = 4 x 27 = 108 


OF) 


ثلاث 3۵۵1 تکون متتابعة حسابية Цо даља‏ = 15 ومجموع مريعاتها = 83 فما هي الاعداد؟ 
الحل: 
نفرض الاعداد الثلاثة: ل + 2 , و , 0 - a‏ 
.. مجموع الاعداد: 15 = За‏ 
г.а = 5‏ 
.. الاعداد 5+0 ,5 ,5-4 
d)2 + 25 + (5 + (۶ = 3‏ - 5( 
d + а + 25 + 25 + 10а + а = 3‏ 10 - 25 
а = 4‏ = 8 = 2ل 2 = 83 = 75 + d2‏ 2 ۱ 
d= + 2‏ 
عندما 2 с. а=‏ الاعداد : 7ء ۰5 3 ( تصاعدية لان 0<0) 
عندما 2- = لك .. الاعداد : 3 ۰ 5ء 7 ( تنازلية لان 4>0 ) 


N 


| Ч 
3 


خواض Даа)‏ الحسابية : 


إذا أضيفت كمية ثابتة الى كل حد من حدود المتتابعة الحسابية» أو طرحت كمية ثابتة من حدود 
المتتابعة الحسابية. كانت الكميات الناتجة مكونة متتابعة حسابية ايضاً أساسها أساس 
المتتابعة الأصلية . 


إذا ضرب كل حد من حدود متتابعة حسابية في مقدار ثابت أو قسم على مقدار تابت كونت الكميات 


الناتجة متتايعة حسابية أيضاً بأساس يختلف عن المتتابعة الأصلية. 
حاصل جمع أو طرح متتابعتين حسابيتين يكون متتابعة حسابية أساسها هو المجموع أو الفرق 


بين أساسي المتتابعتين. 


اح . مرن )0-2 РЕЗА‏ 


| لكل فقرة أربع أجابات واحدة منها فقط صحیحةء إختر الاجابة الصحيحة: 


أولا: المتتابعة »20-12« ч‏ 
® أساسها = 2 0544 13:55:548 
© أساسها - 1 وحدها العاشر = 21 
© أساسها = 2 وحدها العاشر - 21 
© أساسها - 2 وحدها العاشر - 19 


ثانياً: أذا كان <..., 1- , 2 , × , 8 > متتابعة حسابية فان х =٠٠٠٠‏ 
® 3- ® 3 ® 5 @" 
ثالثاً: إذا كان < 3,×,11- > متتابعة حسابية فأن ...-= X‏ 
Ц |‏ 49 © 140 
رابعاً: في المتتابعة الحسابية <63 , »× ,... ,7,11 ,3> ...= × 


® 15 ® 33 ® 59 ® لیس أي مما سبق 
Ф‏ الحدود الخمسة الاولى لکل من المتتابعات الحسابية التي فيها: 
أولا: 0-3 , a=-5‏ 
а--20.4--444‏ 
ثالثا: 4 + U,‏ ,لا > 3- а=‏ 
U = ) 50 - 9 ):54,‏ 
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ےا 


>-15,-12,-9,...< الحد السابع عشر من المتتابعة الحسابية‎ -Ф 
. ##جد عدد حدود المتتابعة الحسابية <55, ... ,14-,17-,20-> ثم جد مجموعها‎ 
متتابعة حسابية.‎ >×2 +], 22+1 ,22++3, ...<0 


جد قيمة 2؟ وما حدها السابع؟ 

9 أدخلنا ستة أوساط حسابية بين 30 , 2 فما هذه الاوساط؟ 

جد المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس = 8 وحدها الثامن عشر = 31- 

® أي حد في المتتابعة الحسابية <... , 1- , 5- , 9-> يكون مساویاً 87 ء هل يوجد حد في 
هذه المتتابعة - 333؟ 


Аш,‏ حسابية حدها الرابع = 1- وحاصل ضرب حديها الثاني والثالث = 10 فما حدها 


العاشر؟ 

| © كنت : <25 , 8 , ... , 7 ,هه متتايعة حسابية وكانثت 2 + 5۸ - 8 
فما قيمة A , B‏ ؟ وما عدد حدودالمتتابعة؟ 

® بت أن مجموع n‏ حداً الاولى من الاعداد الفردية الموجبة 

па с1,3,5,..,20-1).--? / 

® کم зэ‏ یؤخذ من المتتابعة الحسابية <... , 17 , 21 , 25> ابتداء من حدها الاول ليكون 
مجموعها = 14-؟ 

| جد مجموع الاعداد الصحيحة المحصورة بين 400 ۰ 100 وتقبل القسمة على 3. 


` 
Ч‏ 
1 
]4 - 2[ المتتابعة الهندسیة: Geometric Sequence‏ 
وهي متتابعة لیس فیها حد يساوي الصفر. وناتج قسمة كل хх‏ فیها على الحد السابق له 
مباشرةً يساوي عدداً حقیقیاً ثابتاً وهذا العدد یسمی أساس المتتابعة الهندسية 


(النسبة المشتركة (Common Ratio‏ ویرمز له بالرمز ,1/0 ,0 = г‏ حیث 8 ге‏ 


У. 25 > > 


ээ mm.‏ 2576 کی خر انه 
یھ x2 x2 x2‏ 
بین نوع المتتابعات: 
!|0 <... .11 .7 , 5 ,3 , 2> لا تمثل متتابعة حسابية ولا هندسية 
4 13> مقابعة هندسية لان : 
r= 2/1 = 4/2 = 8/4 - 2‏ 
© <... , 3- , 9 , 27- , 81> متتابعة هندسية أساسها = 1/3- 
Ө‏ <... , 4 , 4, 4 , 4> متتابعة ثابتة هي حسابية أساسها = 0 وهندسية أساسها = 
® <... , 19 , 15 , 11 , 7> متتابعة حسابية أساسها - 4 


1 (موجب) متتابعة هندسية تنازلية 

1 د ۲ متتابعة هندسية 3243 

г> 1‏ متتابعة هندسية تصاعدية 

1 ۲ (سالب) متتابعة هندسيةالاشارات فيها تأخذ 
حالة التناوب الاول موجب والثاني سالب 
وهكذا 

1 (موجب) هندسية تصاعدية 

ھن کان (a)‏ سالب وإن Бан н‏ 0 

434132 Ама ۲ < 1 

1 > ۲ (سالب) هندسية اشارات الحدود فیها تأخذ 
حالة التناوب ЦУУ!‏ سالب والثاني موجب 
وهکذا 


(12 
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Фу 
هندسية تنازلية‎ >4,2,1,1/2,..< ۲-1۱۸2 , 2-4 
هندسية ثابتة‎ >4, 4 , 4 , 4 , ۲-1 , 2-4 


2-4 , 2د <.., 32 , 16 , 8 , 4> هندسية تصاعدية 


2-4 , 1/2- حم <.., 1/2 -, 1 , 2- , 4> هندسية متناوبة الاشارة 


,..>r=1/2 , а--4‏ 1/2- , 1- , 2 -, 4-> هندسية تصاعدية 


r=1 ,a=-4‏ <.., 4- , 4- , 4- , 4-> هندسية ثابتة 
4۔.و , 2م ».,16-,8-,4-- هندسية تنازلية 
а=-4‏ , 1/2--م <.., 1/2 , 1 - 2 , 4-> ША‏ متناوبة الاشارة 


General Term For Geometric Sequence [2-4-1]الحد العام للمتتابعة الهندسية‎ j 
المتتابعة الهندسية التي حدها الاول = 2 وأساسها = ۲ هي:‎ 
<a , аг, ar, аг, аг, ...> 
| ویکون:‎ 


аг? = ar(!-1) 


lI 
ك‎ 
lI 


ar! = аг2-1) 


ar? = аг-1) 


C C C C 
lI 


= аг&) 


| 
> 
з 
2 
| 


فقون الحد العام للمتابعة الهندسية | 
ав»‏ ۱ 


اكتب الحدود الستة الاولى من المتتابعة الهندسية التي حدها الاول = 64 وأساسها = 1/2- 


х(-3х(-4) x(-—) 
<64. -32 , 16 < الحل:‎ 


۳35 ) 


جد الحد السابع من متتابعة هندسية حدها الاول = 1/4- وأساسها - 2. 
الحل: 


۳۳ 


1 1 


U =a 
.. رلا‎ = )-1/4( )271( = -—— × 26 = -——* 64 = -16 


1 эж» 


متتابعة هندسية حدها الاول = 3 وحدها الخامس = 48 جد حدها «су!‏ 


الحل : 


а= 3‏ > 3 - لا 


U = агі > 48 = 3 гі 


5 
۰. ۳ < 16 = ۲ < + 2 


۲ = 2 عندما‎ 
U, = ar? = 3 х )2( = 3 x 128 = 384 
L 
۲ = -2 عندما‎ 


tm 


о, = аг’ = 3 (-2)/ = 3 х (-128) = -4 у 
مجموع الحدود الثلاثة الاولى من منتابعة هندسية حدودها موجبة = 7 وحدها الثالث = 1 فما‎ 
حدها السادس؟‎ 
الحل:‎ 
U +U, + U, = 7 
а + аг + ar? = 7 
ату (1) 


U, = 1 > а? = 1 


а = 1/r? ۰۰ (2) 
1 отт) ہے‎ ۶0+ 7 


`. 1+r+r2=7r2—ə62-r-1=0 
(3r+1) (2r-1) > 0 
حدود المتتابعة موجبة.‎ СЛ إما 1/3- = ۲ يهمل‎ 
.. a = 101/2) = 4 r= 1/2 بو‎ 
U, = arî = 4 )1/2(5 = 4 x 1/32 = 8 


"34 | 


الأوساط الهندسية : 
إذا كان لدينا العددان f‏ , 2 وأدخلنا بينهما الاعداد المرتبة b,c,d,... е‏ بحيث 


a,b,c,d, ... e,f >‏ > تكون متتابعة هندسية فان الاعداد ©, ... b,c,d,‏ تسمى أوساط هندسية 


بين a,f‏ ويكون عدد حدود المتتابعة الهندسية الناتجة = ( عدد الاوساط + 2 ) 


67 


أدخل أربعة أوساط هندسية بين العددين 4 ۰ 128 
а-128 , n=6 , U - 4‏ 
4=128г° > ۲۶21/32 =(1/2)°‏ = توحلا ٠‏ 
2ء r‏ .` 


64,32,16,8 : الاوساط الهندسية‎ Эг 


مجموع المتتابعة الهندسية Sum of a Geometric Sequence‏ 
! أوضحنا في البند السابق أن المتتابعة الهندسية التي حدها الاول = 2 وأساسها = ۲ هي : 
а,аг,аг?,аг? ,....<‏ > فاذا إخترنا (n)‏ حداً الاولى من المتتابعة فتكون الحدود المختارة هي : 
a,ar,ar2,arš, ...... ‚аг! >‏ > 
ومجموع هذه الحدود والذي يرمز له بالرمز ,5 هو : 
)1( 7 ]وب ...... а+аг+аг2+‏ = 5 
بضرب طرفي )1( في ۲ ينتج : 
аг+аг+аг? ...... + аг" ..... (2)‏ = ۲5 
بطرح )2( من )1( : 
S. - ۲5 = а-а‏ 


S (1-г) -а(1-г) 


ملاحظة : 


13 كانت ۲1 فان المتتابعة الهندسية تصبح <..., <a , а, а‏ ويكون المجموع الى (n)‏ من 


5 = а+а+а + ..... الحدود‎ 
n 


Е 


١ 
١ 


а ۳‏ 
ربق 
جد مجموع 22.1 سرد الول :كنا ыд)‏ <6 35 264 


الحل : 


a = 4 , n=6 Я r= 1/2 
" S =а(1-г")(1-г)= S = 64[1 - (1/2)]/(1 = 1/2)= 6411 - 64 1/2 
5, = (64-1) /1/2 = 2563 = 126 


[2-4-2] المتتابعة الهندسية اللانهائية Infinite Geometric Sequence:‏ 
إن التعريف الذي أعطي لمجموع حدود المتتابعة يصلح لكل المتتابعات المنتهية وغير المنتهية 
على حد سواء . وفي حالة المتتابعات الحسابية غير المنتهية فاننا لا نستطيع إيجاد المجموع لحدودها 
كافة لأن المجموع يكون إما كبير جداً أو صغير جداً فمثلاً آننا لا نستطيع أيجاد : 
... +1+5+9+13+17 
أو .. -1-2-3-4-5- 
أما بالنسبة للمتتابعة الهندسية غير المنتهية ( اللانھائیة ) فان الامر مختلف كلياً : 
S = 201-۳(/۸-۲( = а/(1-ғ) – ar"/(1-r)‏ 
وعندما 1< r‏ > [1- 
(rn) ¿Ü‏ تقترب من الصفر كلما زادت n‏ زيادة كبيرة غير محددة لذلك فأن( 2۴/)1-۲ يقترب من الصفر . 


فيكون قانون مجموع المتتابعة الهندسية اللانهائية ‏ )(2/01-0 = S‏ .` 
يصلح هذا القانون فقط عندما 1 > ۲ > 1- 


ولا يصلح هذا القانون عندما 1 < ИА ۲ >-1 jr‏ 
ہے 


الحل 5-4 
a _ 1 2.‏ 
جو ہج رج ХЭВ‏ 
2 


0.4 + 0.04 + 0.004 +... 


а-04 ,۰ г-0.04/04-0.1 
0.4 
1- 0.1 


64-16+4-1+... 


а= 64 , г--1/4 
S = а/(1-г) = 64/ (1+ 1/4 ) = 4х64/5 


a‏ تمارين )2-3( Аа‏ سر 


® ي العبارات الآتية صحيحة وأيها خاطئة: 
® إذا كان r‏ أساس المتتابعة الهندسية > <U‏ فان U,‏ ۲۶ = ,لا 
@ أساس المتتابعة الهندسية <... , 1- ,1 , 1- ,1> هو (1) 
© إذا كانت <... , 1/2- , 2 ۰ 0 , 32> متتابعة هندسية فان 8- - b‏ 
а‏ إذا كان أساس المتتابعة الهندسية موجباً فان جميع حدودها موجبة. 
اھ 13 كانت <16 , × , 4 > متتابعة هندسية فان 8- = х‏ 


= 5 


7 إذا كانت <... , ره , ,3 , ره , 2 > متتابعة هندسية فان: 
а/а, 5 a,/a,‏ 

2 13 كان ,لا 3 = U‏ حد من حدود متتابعة هندسية فان أساسها = 3 
© اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الهندسية الآتية التي فيها : 

r-13 , а- 81 р 

а-1/32 ©‏ . 2-م 

а-27 ©‏ , 2/3-م 

ےم , لال U.‏ 


00 


| <1 ,1/3 , 19,120 


1 Ч 

1 | 

جد الحد الثامن من المتتابعة الهندسية <... , 1/2 , 1 ,2 > 

® متتابعة هندسية حدها الرابع -8- وحدها السابع = 64- فما حدها الاول وما أساسها ؟ 

| أدخل 9 أعداد بين 3,96 بحيث تكون مع هذين العددين متتابعة هندسية . 

© مجموع الحدين الاول والثاني من متتابعة هندسية - 32- ومجموع حديها الرابع و 
الخامس = 4- فما حدها السابع $ 

® اكتب المتتابعة الهندسية التي р заза‏ الحدود الستة الاولی منها 504 وأساسها = 2 

(إذا كان مجموع متتابعة هندسية أساسها -3 هو 728 وحدها الاخير هو 486 جد 
حدها الاول وعدد حدودها . 

© متتابعة هندسية موجبة الحدود حاصل صرب حدودها الثلاثة الاولى 127 ومجموع حدودها 
الثاني والثالث والرابع 13/27 أوجد المتتابعة؟ ثم جد مجموعها الى مالانهاية؟ 


| S. - 3⁄2 


® لاثة اعداد مكونة متتابعة حسابية مجموعها )18( ولو اضيفت الاعداد 1.2.7 الى 
حدودها على الترتيب لتألف من الاعداد الناتجة متتابعة هندسية فما هذه الاعداد ؟ 


® اذا كان مجموع ثلاثة اعداد تولف متتابعة هندسية يساوي )70( فإذا ضربنا كل من 
حدها الأول والثالث في )4( وحدها الثاني في (Б)‏ كانت الأعداد الناتجة تولف 
متتابعة حسابية فما هذه الأعداد ؟ 


۳۹۰ 


)9 الفصل الثالث @ 
Chapter 3‏ 


Conic Sections القطوع المخروطیة‎ 


* نبذة تاريخية 
° مقدمة 
° ]3-1[ الدائرة 
° [3-2] معادلة الدائرة القياسية 

° ]3-2-1[ معادلة الدائرة اذا مست احد المحورين أو كليهما 
| [3-2-2] المعادلة العامة للداترة 


المصطلح الرمز أو العلاقة الرياضية 


c (h,k) مركز الدائرة‎ 


نصف قطر الدائرة 


ضر (x-h)° + (y-k)2=‏ 
معادلة الدائرة 


x2 + ۷۶ + Ax + By +C = 0 


ات القطوع المخروطية ت 
نبذة تاريخية: 

في الألفية الثالثة قبل الميلاد كان قدماء البابليين والمصريين رواداً في الهندسة حيث طوروا 
صيغا لايجاد المساحات وحجوم بعض المجسمات البسيطة وأستخدموا الهندسة لقياس مساحة الارض 
وحساب المثلثات لقیاس الزوايا والميل في البناء وكان البابليون يستعملون الهندسة في التنبو بمواعيد 
كسوف الشمس وخسوف القمر. وكان المصريون يستخدمون الهندسة في بناء المعابد وتحديد زوايا | 
الاهرامات وتحديد مساحة الدائرة بالتقريب. وفي القرن الثالث قبل الميلاد عني الأغريق بدراسة 
الاشكال للسطوح حيث ظهر في العصر اليوناني رياضيون ننوه بثلاثة منهم: 
| * أقليدس )283 ق۔م) الذي حظي كتابه ((الاصول)) عند العرب ہما لم يحظ به مؤلف رياضي آخر 
حيث تناول في المقالة الثالثة من كتابه عن الدائرة. 
* أرخميدس (أرش ميدس) )212 ق.م) کان بالنسبة للعرب رانداً في الهندسة المساحية والميكانيكية › 
عرفوا قدراً عن قليل من كتبه وخاصة كتاب الدائرة وقياسها حيث في القرن الثالث قبل الميلاد عمم 
هذا العالم الاغريقي طريقة (الاستنفاذ) مستخدماً مضلعاً من 96 ضلعاً لتعريف الدائرة . 
* آبو للونيوس )180 ق.م) أتجه هذا العالم نحو القطاعات المخروطية فحدد أشكالها ويبين خواصها 
وعلاقاتها وقد عرف له العرب ذلك واحتفظوا بقدر من مؤلفاته وأهمها كتاب المخروطات يقع في ثمان 
مقالات . 

وفي العصر الاسلامي كانت عناية العالم العربي أبن سينا بالكتاب فاقت بكثير عناية غيره , 
فالجزء الهندسي من رياضيات كتاب الشفاء خير دليل على ذلك. 

أما الدور الذي قام به العلماء العرب فهو الذي مهد الأذهان والعقول للادوار التي قام بها البشر 
فيما بعد ومنهم محمد بن محمد بن يحيى البوزجاني ولد سنة 328 — حیث أستطاع أن يجد حلولاً 
تتعلق بالقطع المكافىء الذي مهد لعلماء ورجال الفكر العربي أن يتقدموا خطوات بالهندسة التحليلية 
قادتھے الى علم التفاضل والتكامل الذي يعد أروع ما توصل اليه العقل البشري والذي سهل عملية 
الأختراعات. 


- 


المقدمه: 


يتولد المخروط الدائري القائم من دوران المثلث B C‏ ۸ القائم الزاوية في 8 دورة كاملة حول 
آحد الضلعين القائمین كمحور الدوران كما في الشكل )1( 
الآن تأمل المخروط الدائري القائم في الشكل )2( 
الناتج من دوران مستقيم حول محور ثابت وبزاوية 
ثابتة بين المستقيم والمحور. سيتولد من هذا الدوران 
مخروط من مولدين يتقاطعان في الرأس (G)‏ 
ويسمى كل من ا بمحور المخروط A B‏ 

بمولد المخروط (محور المخروط الدائري القائم يساوي 
قطعة المستقيم المحددة بالرأس ومركز القاعدة والمولد هو 
قطعة المستقيم المحددة بالرأس واحدى نقط محيط القاعدة) 
وللحصول على القطوع المخروطية (أشكال هندسية) هندسیاً 
من قطع المخروط الدائري القائم بمستو ضمن شرط خاص 
لكل حالة (ضمن مفهوم الهندسة الأقليدية) فإذا قطع سطح 
المخروط الدائري القائم. гта‏ شكل (2) 

اولا: بمستو عمودي على المحور ا ويوازي القاعدة ولا يحتوي على الرأس (C)‏ فأن المقطع يمثل 
دائرة (Circle)‏ وتكبر هذه الدائرة كلما ابتعدنا عن الرأس والعكس صحيح .كما في الشكل )3( 

ثانياً: بمستو مواز لأحد مولداته فان المقطع يمثل شكلا ھندسیاً يسمى القطع المكافىء .Parabola‏ 
كما في الشكل (4). 

ثالثأ: بمستو غير مواز لقاعدته ولا يوازي أحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى بالقطع 
الناقص (ع كم [ااعا). كما في الشكل (5). 

ДАЙ)‏ بمستو يوازي محوره L‏ ویقطع مولدین من موندات المذروط الدائري القائم فان المقطع یمثل 
شکلا هندسياً یسمی بالقطع الزائد .(Hyperbola)‏ كما في الشکل )6( 


۳ > 
۰ 1 
ВР ар. j 
. < Э > 
(3) شكل )6( شکل )5( شكل‎ 


۱ 


4 Е 
: (Circle) الدائرة‎ ]3-1[ 
(Center هي مجموعة النقط في المستوي التي يكون بعدها من نقطة ثابتة تسمى (المرکز‎ 
¿C (h , К) يساوي مقداراً ثابتاً يسمى ( نصف القطر 3011005). لذا سنرمز لمركز الدائرة بالرمز‎ 
۔)٢( ونرمز لنصف قطر الدائرة بالرمز‎ 


أي أن الدائرة بلغة المجموعات 


Circle = (p:pc=r , г> 0} 


حيث ) p (x,y‏ هي نقطة (point)‏ في المستوي (plane)‏ 


]3-2[ معادلة الدائرة القياسية Characteristic Equation of Circle‏ 
دائرة مرکزها ) (h,k‏ © ء ونصف قطرها (r)‏ من الوحدات حيث 0 > r‏ والنقطة ( (X,y‏ م | 
نقطة في المستوي الأحدائي فأن : 


=> V (x - h)? + (y - k)2 =r وبتربیع الطرفین‎ 
حالة خاصة:‎ 


في حالة الدائرة التي مركزها نقطة الاصل )0 , 0( ونصف قطرها (r)‏ تصبح الصيغة القياسية 


أمثلة: 


تی 


جد معادلة الدائرة التي مركزها )3 , 5) ونصف قطرها )4( وحدات 
الحل: 


من الصيغة القياسية لمعادلة الدائرة 


а | "р, 


.© 
رت 
جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الاصل‌ونصف قطرها )6( وحدات 
الحل : C(h,k)=C(0,0) , г=6‏ 


۰ (x — h)? + (y - k) = r 
آججھ‎ 


(у – 0) = 36 = х-у-36‏ + درم 
أوجد مرکز ونصف قطر الدائرة التي معادلتها 
الحل : 


وحدات 


(э- 8) + (уеэр = 49 


(x—h) *+(y-k) = ° 
c(h,k) = c(5 , -3( 
2 = 49 > r = ү49 = 7 وحدات‎ 


بالمقارنة مع المعادلة القياسية 


لقد تعلمت في الصف الرابع العلمي بعض القوانين منها: 
اولا: قانون البعد (المسافة) بين نقطتين( p (X, , ۷,( ۰ p,(X, y,‏ يعطى بالعلاقة 

У,‏ ولا) + p, “VOS к)‏ رم 
ثائیا: قانون البعد بين المستقیم ا الذي معادلته 0 = Ах + By + C‏ والنقطة Аъ Д)‏ عنه 
(,لا.,*)م يعطى حسب العلاقة 


ç 
او‎ 
аа |Ax + 5۷, + C| "r ا‎ 
а ۹ 
| A2 ян B2 ` 
` P (x.y) 


ثالثا: تنصیف قطعة مستقيم D. D,‏ حیث( p (X ,y,) , p, (Х,У,‏ في المستوي الاحداثي المتعامد 
ويعطى حسب العلاقة 


۳9۹ x + x, 4 У, * y; 
2 2 Pi اوہ‎ Р (х.у) P> (хз.уз) 
x. + 6 + 
ё ку) کے یڈ تس‎ RL: W. نقطة التنصیف‎ 


2 2 


2 


أمثلة : 


وھ 


جد معادلة الدائرة التي مركزها )3 , ٤)4‏ وتمر بالنقطة )2,1( р‏ 
الحل : 


p c =N (x, > کر‎ + (y, - у)? 
 مع-۱‎ 4 2) + 3-17 -| 22+ 2 -la+4 -]8 


المعادلة القياسية للدائرة 8 = 32 – (у‏ + )4 - م« .` 


نت 


جد معادلة الدائرة التي نهايتي أحد أقطارها النقطتان ( 5 ,4( р, )-2 , 3( , р,‏ 
الحل : 


| 


а 


С (х,у)‏ منتصف 
x,)/2 = (4 + (2) / 2 =(4-2)/2 = 1‏ ۲ , 
y=(y +у, ( 2 = (5 + 3) /2 = 8/2 = 4‏ 


о 


(Р, 
`. x = (x + 


.. c (1,4 
رمدم‎ e (4 - 1) + (5 - ولا- 12 + 3° | - ره‎ + 1 = 10 units 
r= | unit 


(х - 1( + (у - 4(2- 10 Аа المعادلة‎ 


ملاحظة: طريقة تانية في أيجاد معادلة الدائرة عن طریق استخدام القاعدة التالية: 

اذا كانت( , р, (x,‏ . (رلا , р, (х,‏ هي احدائیات نهايتي قطر فیها OÜ‏ معادلة الداثرة هي: 
x, x, + y, y, = 0‏ + زولا + x ) + x,) - y (y,‏ — تي + تير 
فيكون حل المثال السابق هو 


کت 


x + y7 x (4+(-2)) - у (5 +3) + 4 )-2(+ (5) (3) = 0 


x2+y2- x (2) -8y -8 + 15 = 0 
x 1y 2x 8у+7= 0 
لاحظ المعادلة القياسية في الحل الاول للمثال.‎ 


هي 0 = ”)4 - (x - 1۳ + (y‏ 
وبتبسيط المعادلة 0 -7 + بلاق - ر2 ۷2 + 22 
جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الأصل وتمس المستقيم 0 = 15 - 3x - 4y‏ 
الحل : 


= 


اكلا _ ]15 – )0( )1(4- )0( )3( 


_ Їїх/-4у,-15| _ 
[9 + 6 


32 + )-42 
ү? 


units 


d=15/5=3 
“а= ۲ = 3 units 


`. X2 + y2 = و‎ 


[3-2-1] معادلة الدائرة اذا مست зај‏ المحورين أو كليهما. 

اذا مست الدائرة التي مركزها( (h ,k‏ عونصف قطرها (r)‏ 

* محور السينات r=|k| СМ‏ ونقطة التماس هي )0 , (h‏ 

*محور الصادات فأن r=|h|‏ ونقطة التماس هي к)‏ ,0( 

(h, 0): (0, k) ونقطتا التماس هما‎ r= || = | المحورين الأحداثيين فأن‎ ٠ 


уб 


و 


بما أن الدائرة تمس المحور السيني 
r = |К = |2| = 2 unit‏ .` 

`. (x — h)? + (y - K) = г 

`. (x - 32 + (y - 2)2 = 4 


3 
133 الدائرة تمس المحورين وتقع في 
اولا: الربع الأول يكون مركزها (r, r)‏ 
ثانيا: الربع الثاني يكون مركزها r)‏ , ۲-) 
ثالثا: الربع الثالث يكون مركزها (۳- , ۲-) 
رابعا: الربع الرابع ويكون مركزها (۳- , ۲) 


: юан 
ёр» 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحور السيني ومركزها )3,2( 


الحل : 


وبتبسیط المعادلة نحصل على ۱ 
المعادلة العامة 0 = 9 + 4۱۷ - ۷ 6 - ۱۷2 + эх‏ 


ممکن ایجاد معادلة الدائرة التي تمس المحور السيني بطريقة آخری حسب القاعدة. 


ky + 0۶ = 0‏ 2 - ۲ م 2 - x+y‏ 
حیث یکون الحل حسب هذه القاعدة للمثال الاول 


×2 + уг - 2 (3x) - 2 (2y) + )3( = 0 


эх) +۱۷2 - 6۲ - 4۱۷ + 9 = 0 


المعادلة 


ملا 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي ومركزها ( 1-, 4) 
الحل : بما أن الدائرة تمس المحور الصادي 


`. ۲ = |h| = |4| = 4 
(x - h)? + (y - к) = م‎ 
`. (x ¬ 4)2 + (y + 1)2 = 6 
х -у-8х-2у-1-0 


units 


المعادلة القیاسیة 


بالتبسيط 
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ممكن ايجاد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي بطريقة اخرى حسب القاعدة. 
х2 + ۱۷2 - 2 ۳ ۶ - 2 ۷۰۷ + ۷۶ - 0‏ 
فیکون الحل حسب القاعدة 


22 + ۷2 - 2 ۷ ۷ - 2 ۷۷ + ۷۶ = 0 
x2 + y= 2 (4)к- 2 (-Пу + رح‎ - 0 
х2 + ۷2 - 8х + 2۷ + 1 = 0 المعادلة‎ 


>%@ 
2 معادلة الدائرة التي تمس المحورين الأحداثیین ومركزها )4 -, 4( 

الحل : بما أن الدائرة تمس المحورين 

`. r = |h| = |k| 

` ۲ = |4| =|-4 = 4 units 

۰. ۲ < 4 units 

(х - 4( + (у + 4(” = 16 Ала المعادلة‎ 

х2 + у2 - 8х + 8۷ + 16 = 0 المعادلة العامة‎ 


ممکن Хэд‏ معادلة الداثرة بطريقة اخری بتطبیق القاعدة في الملاحظة )1( او )2( حيث 


نحصل علی المعادلة 
x2 + ۱۷۶ - 2 (4)х- 2 )-4( y + 16 = 0‏ 
X2 + у? - 8х +8۷ +16 = 0‏ .` 
60° 
جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين وتقع في الربع الثالث ونصف قطرها 5 وحدات 
الحل : 
بما أن الدائرة تمس المحورين وتقع في الربع الثالث 
C(-r,-r) = © )25 ,-5(‏ .1 
المعادلة القياسية 5 = 5)2 + (x + 5)2 + (y‏ .` 
وبالتبسيط 0 = 25 + x2+y2+ 10 x+ 10у‏ >= 


5 
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ممكن حل المثال بطريقة اخرى بتطبیق المعادلة حيث يكون الحل 
х2 + ۷۶ - 2 ۷ - 2 1۷6۷ + © - 0‏ 
С )-5 , -5)=(h,k)‏ 
0 = 25 + لا (-S)x - 2 (<S)‏ 2 - تين + 7× . 
>x + ۷۶ + 10 х + 10у + 25 = 0‏ 


Ф 


جد معادلة الدائرة المارة بالنقطة )1 , 0)2. وتمس المحورين الاحداثيين. 
الحل: 
بما أن الدائرة تمس المحورين الأحداثيين 
[hl = ۱۷‏ = ۲ .` 
(x — №) + (y - k)2 = 2‏ .` 
نعوض عن ۲ = ٦ا ٣,‏ >۴ في معادلة(1) 
э (к-т) (ут)‏ 
p (2 ,1)‏ تحقق معادلة الدائرة 
r)2 + (1 - r)2 = 2‏ - 2( .' 
dr + r2 + 1 - 2۲ + r2 = r2‏ - 4 .` 
5=0+ 2-6 .` 
(r ¬ 5) (r >-1) = 0‏ 
=>r=5 or r= 1‏ 
С(5, 5)‏ > 5 2 ۲" 
المعادلة )1( 25 = (5 - (х - 5( + (у‏ 
)1 ,۰ 1) 4ج or r=]‏ 
المعادلة )2( 1 = ۶۳ (x- 1(7 + )y‏ ` 


[3-2-2] المعادلة العامة للدائرة General Equation of Circle‏ 
معادلة الدائرة بصورتها العامة ناتجة من تبسیط المعادلة القياسية 


(x - h)? + (y - م د توا‎ 

у - 2 ky + к - r= 0‏ + № + ا طم 2 ترجہ 

۶ + ۷2 - 2 һх - 2 ۷۷ + 6 - 0  ةلداعملا تصبح‎ 
A=-2h , 8 - - 21  انضرف واذا‎ 

C = h? + K? - F2 


х + ۱۷2 + Ах + Ву +С = 0 تصبح معادلة الدائرة بالصورة‎ 


гэ + ۷ -6<0 , K--B2 , h--A2 أي أن‎ 


من المعادلة العامة للدائرة نلاحظ أن 

* معادلة من الدرجة الثانية للمتغيرين X‏ , لا 

* معامل х?‏ = معامل у?‏ ((الافضل ان يكون 1)) 
* المعادلة خالية من الحد X y‏ 


r> 0 *‏ أي أن 0 > K2 - C)‏ + ط)۷ 


أمثلة : 
$ 
اي المعادلات الآتية يمثل معادلة دائرة: 
Өс-у/-2х-6у-9-0‏ 
Өз.с-зу-2х-6бу-19-0‏ 
Ө у -5ху-2х+6у-19-0‏ 
2х + 6у + 19 0‏ - سس + Өс‏ 
الحل : 0 - 19 - Ф у - 2 - 6y‏ 
ӘӘ‏ لا تمثل معادلة دائرة لأنها معادلة من الدرجة الثالثة 
| لا تمثل معادلة الدائرة لان معامل × < узала‏ 
® لا تمثل معادلة الدائرة لانها تحتوي على الحد ۷ . ۱ 
4 


١ 
j 


® لا تمثل معادلة الدائرة حيث 
h=-(-2)2=1 , к--6/2--3 , C=19‏ 


۲2 + ۷ - 6 -11-9-19 - {9 ев 


لا تمثل معادلة الداثرة .۰ 


® تمثل معادلة داثرة حیث: 
К--3‏ , 1 = 


05-19 , = 
0 < 9ج = 9 + و + ۱1 = c‏ - ته + 2 ۱ < ۲ .. 


جد أحداثيات مركز ونصف قطر الدائرة 0 = 6 + 8۷ - 2х2 + 2۷2 + 12x‏ 


1 = у? نجعل معامل × = معامل‎ 
7 рх + 2۷2 + 12х - 8۷ + 6 = 0] 
> х? + ۷۶ + бх - 4۷ + 3 = 0 


+2 


: г. C (-A/2 , -B/2) = C ( -6/2 , 4/2) 

| ۰. 6 )-3 , 2( المرکز‎ 
۲-۵-6 = ¥(-3)+ 2-3 -(9-4-3 -110 
۰ r= 0 units 


أكتب المعادلة العامة للداثرة التي مركزها( 3- , 1) © , 2 = ۲ وحدات 
الحل : 
(x п) +(у =k) =r‏ 
(x -1) +(y +3) =4‏ 
تبسیط المعادلة 


۲-2 +1 +у? +6у +9 =4 


: المعادلة العامة‎ 
x БИЕЭ 2х +бу +6 =0 


50. 


رھ 
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 2- , 1( p‏ , (3- , 4),م ويقع مركزها على محور 
الصادات . 
الحل : بما ان الدائرة يقع مركزها على محور الصادات 
C )0 , k)‏ .1 


„ү + (k + 22 =V 16 + (k + 2 وبتریع الطرفین‎ 
1+ ) + 2(2 = 16+(k+3) بالتبسیط‎ 
.. 1 + K + 4۷6 + 4 = 16 + K+ 6۷ + 9 


| 
= 2k=-20 > كا‎ -20/2 = -10 
.. € )0 , -10( 
= r= 1 + (-10 + 2 - 65 units 


.. x7 + )y + 10( = 5 


ماق 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط ( 0 , 0) ,م , (0 , 2) و , (1- ,3( ہم 
الحل : 
معادلة الدائرة العامة )1( ...... 0 = x2 + ۷2 + Ax + By+c‏ 
تحقق المعادلة )1( (0 , 0) ,م 
A(0) + B(0) + c = 0‏ + 02 + 02 > 
Жо" (2)‏ 
تحقق المعادلة )1( )0 , 2( р,‏ 
من معادلة )2( 2А + В(0) +0=0 (c=0)‏ + (0) + 4 ج 
2А = -4 > А--2 ..... (3)‏ > 
تحقق المعادلة )1( (1- ,3) р,‏ 
ЗА + В (-1) +c =0 ..... (4)‏ + (1-) + 32 = 
نعوض 2- = c = 0 , А‏ معادلة )4( 
8-0-0-)2-(010-3- 
4-8-0-8-4 -10-6-8-0- 
2х + 4۷ - 0 Аа)‏ - ۷2 +2« 


بي 


т 


р, (2, E‏ ۰ (1 ۰ 1-) رم ویقع مركزها 


على المستقيم الذي معادلته 0 = 5 - dy‏ - ×2 


الحل : المعادلة العامة للدائرۃ 0 - 6 + х + ۷۶ + Ах + Ву‏ 
تحفق المعادلة العامة )2,1( р,‏ 
0 = + 5 + 2۸ + 1 + 4 > 


تحقق المعادلة العامة )1 , 1-( p,‏ ..... 60 + 8 + 2۸ + 5 جه 
0 = 0 + 5 + 2۸۵ + 5 = 
0 - 06 ع 8 دامع 2 + 
A = 0‏ 3 + 3 
А = -3/3 > A=-1‏ > 3- = 3 >+ 


| ........ 
| مركز الدائرة يحقق معادلة المستقیم 0 = 5- 4۷ - ×2 , مركز الدائرة (8/2- , С (-A/2‏ 
2 - 8 = 4 - 28 = 0- 5 - 28 +1 = (0..)4 - 5 - 28 + ه- > 


نعوض 
نعوض في معادلة )1( , 2 - 8 , 1- - ۸ ... 
5- - © هج 0 - » +2 +2 -5 = 0 -» + 2+ (1-) 2 + 5 > 
المعادلة ‏ 0 = 5 - 2۷ + × - ۱۷2 + х2‏ 
معادلة مماس الدائرة عند نقطة لأيجاد معادلة مماس الدائرة :- 


(У, ؛‎ х1) نوجد ميل نصف القطر المار بنقطة التماس‎ : ҮЙ 
ثانیاً : نستنتج ميل المماس أنه عمود على نصف القطر المار بنقطة التماس (مقلوبة بعكس الاشارة)‎ 
(У-у) = т (x - ху) ثالثا : نجد معادلة المماس بمعلومية ميله ونقطة التماس.‎ 


x. 
1)م‎ , 2 ( А عند‎ x2+y2= 5 «منل 67 اوجد معادلة مماس الدائرة‎ 

2+2 - ایپ‎ 
w. Y 2 : الحل‎ 


)0.0( = 
ا ۱ ۷-۷ 
( ميل نصف القطر ) 2221-22022 “m=‏ 
х,-Х, 1-0‏ 
وبما ان المماس ١‏ على نصف القطرفي نقطة التماس 1/2- = m,‏ 


(У-у) -т,(х-х,) 

= (y-2 ) = (-1/2) ( x - 1) (2 (بضرب طرفي المعادلة ب‎ 
= 2у-4 = - х + 1 

معادلة المماس 0 = 5- 2۷ +× .` 
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1 


1 
رك :جم تمارين ( 1 - 3 2 ہے 


| بين أي من المعادلات الأتية تمثل معادلة دائرة . 


Ө x + ديرج‎ - 2x + 3y - 0 
Ө مر‎ + y2 + 4x - 6۷ = 2 
Ө = + y: + 2xy = 1 


12 جد معادلة الدائرة في كل حالة من الحالات الآتية : 
® مركزها( c(3,-2‏ ونصف قطرها 5 وحدات 
۱ 1 ایخ مركزها نقطة الاصل وتمر بالنقطة( 4,3-)م 
| #© مرکزها( 5 .1-)ء وتمر بالنقطة( 3 , 4)م 


@ جد معادلة الدائرة التي نهايتي قطر فيها(3-, 0,)2 ,( 1 ۰ 0,)4 بثلاثة طرق مختلفة . 


@ جد أحداثيات المركز ونصف قطر الدوائر الآتية : - 


© + ترك‎ + (y-4 (2 = 6 
6۵۸۰ و‎ 
Өрх: + 2у2 -3х-44у-0 


® جد معادلة الدائرة التي تمس المستقيم ۷-4 ومركزها ( 3- ۰ 2- )© 
® جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الاحداثيين وتمس المستقيم ۷-6 
© جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطة (6 , 3-) وتمس المحورين الاحداثیین 
@ جد معادلة الدائرة التي نصف قطرها 5 وحدات و تمس المحورين الاحداثيين والواقعة :- 
أولا : في الربع الثاني 
ثانيا : في الربع الرابع 
ثالثاً : في الربع الاول 
® اكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها ( 3- , 2 ) عونصف قطرها 4 وحدات ۔ 
® جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين (1-,0,)3 :(0,)5,1 ویقع مركزها على محور السينات 
® جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقاط )0 , 1 ,۰۵( 1 , 0 )يه, ( 4 , 3 ) 8 . 
® اوجد معادلة المماس للدائرة 5 = (x —3)2+(y-2)2‏ عند النقطة )1 , 1)م 
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° ]4-1[ نبذة تأريخية . 

° [4-2] التطبيق اللاف . 

° ]4-3[ دالة الظل . 

° ]4-4[ دوال دائرية اخرى . 

۰ ]4-4-1[ تعريف . 

° [4-4-2] تعريف . 

-4-4] تعريف . 

° -4] العلاقات بین الدوال الدائرية . 

° [4-6] استخدام الحاسبة . 

° [4-7] الزوايا المنتسبة . 

° [4-8] قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قياسها ( 8- ) . 
° [4-9] الدوال الدائرية لمجموع أو فرق قياسي زاويتين . 
° [4-10] المعادلات المثلثية . 

° ]4-11[ رسم منحنيات الدوال المثلثية . 


المصطلح الرمز او العلاقة الرياضية 
الزاویة المنتسبة (n x 90° + Ө)‏ 


А = B° + G - 28 С СоѕА قانون الجيب تمام‎ 


قانون الجيب 
المحور السيني x-axis , ХХ‏ 
چ 35 
y-axis, Vy‏ 


sinB sinC 
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с‏ الفصل الرابع 


Circular Functions الدوال الدائرية‎ 


[4-1] نبذة تاريخية : 


عرف هذا العلم عند العرب بعلم الانساب وذلك لاستفادة من الأوجه المختلفة الناشئة من النسبة بين 
اطوال اضلاع المثلث ٠‏ واليهم يعود الفضل في جعله ГАР‏ منظمأ له قوانينه الخاصة ومستقلا عن الفلك 
الذي اعتبره اليونانيون علماً مساعداً لاعمالهم الفلكية . 

وقد اضاف العرب اضافات هامة ودرسوا هذا العلم دراسة ممتازة عن الامم التي سبقتهم وبذلك 
اعتبر هذا العلم عربياً . 
استعمل العرب النسبة المثلثية بدلا من الاصطلاح ( وتر ضعف القوس ) الذي إستعمله اليونانيون 
وبذلك سهلوا الأعمال الرياضية وهم أول من أدخل ( المماس - الظل ) في اعداد النسب المثلثیة » 
وكذلك ظل التمام . 

ان العالم العربي ( أبو الوفاء البوزجاني ) في القرن العاشر الميلادي هو الذي أدخل هذا الاصطلاح 
على أنه ماخوذ من ظلال الاجسام التي تتكون نتيجة سیر الاشعة الضوئية المنبعثة من الشمس في 
خطوط مستقيمة . 

وقد توصل العرب الى استخراج القواعد المتعلقة بالمثلثات الكروية القائمة وحل المسائل المتعلقة 
بالمثلثات الكروية المائلة وكذلك مساحات المثلثات الكروية ‹ واوجدوا الجداول الرياضية للجیب 
والظل والقاطع التمام واستعملوا طرقاً متنوعة لحساب هذه الجداول » ووضعوا معادلات واشكالاً لحل 
المشكلات التي صادفتهم . 

وألف جاير بن الأفلح المتوفي في قرطبة في منتصف القرن الثاني عشر للميلاد موسوعة من كتب 
في الفلك أولها في علم المثلثات الكروية . 

ويعتبر البتاني ( أبو عبد الله بن جابر بن سنان ) المتوفي سنة 929 م من العلماء الذين ساعدوا 
على أن يصبح المثلثات علماً مستقلاً كذلك نبغ ( ابن يونس المصري ( 1009 م )) في علم المثلثات 
وتوصل الى المتطابقة : 


1 1 


sin x cos y = > sin (x+y)+ 3 sin (х-у ) 


À 


) Í 


The winding mapping التطبيق اللاف‎ [4-2] 

ان التطبيق الذي يقرن اي عدد حقيقي بنقطة من دائرة الوح دة (Unit Сїгсїе)‏ أو بزاوية 
موجهة بالوضع القياسي ) يسمى التطبيق اللاف . 

وكما سبق أن تعلمت في الصف الرابع العلمي انه لو كانت لدينا زاوية موجهة في وضع قياسي 


مرسومة في دائرة الوحدة فأن لهذه الزاوية نقطة مثلثية واحدة وواحدة فقط . 
ففي الشكل (4-1) النقطة المثلثية للزاوية AOB‏ هي A‏ وهي تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الوحدة 
4 تقع على الجزء الموجب من محور السينات 
1 = ۲ , 08 = ۲ ( حیث ۲ نصف قطر دائرة الوحدة ( 
А = (1,0)‏ .: 


الشكل )4-1( 

وفي الشكل )4-2( النقطة المثلثية للزاوية COD‏ هي D‏ وهي نقطة تقاطع الضلع النهائي للزاوية 
مع داثرة الوحدة باه 

D `.‏ تقع على الجزء الموجب من محور الصادات 

۰. D (0.1 ) 

الشكل )4-2( 

وفي الشكل )4-3( النقطة المثلثية للزاوية HOL‏ هي L‏ وهي تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الوحدة 
ا تقع على الجزء السالب.من محور السینات 
Le (61,0)‏ : 


الشكل (4-3) 


وبالمثل في الشكل (4-4) النقطة المثلثية للزاوية LOM‏ هي 
M- (0,-1)‏ .۰ 


= 


| وفي الشكل )4-5( النقطة المثلنية للزاوية Мод МОМ‏ حيث 


N = (х,у) ..‏ 
x‏ 
الشکل )4-5( | 
فاذا كانت Ө‏ عدداً حقيقياً » وكانت N = (х,у)‏ النقطة الواقعة على دائرة الوحدة الموافقة | 


للعدد Ө‏ فان العدد × هو Ө‏ 6091۳6 ويرمز له cos Ө‏ حيث Ө‏ قياس الزاوية الموجهة بالوضع 
القياسي الذي يمر ضلعها النهائي من N‏ 
اما العدد ۷ هو ѕіпе Ө‏ ويرمز له sin Ө‏ حيث Ө‏ قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي الذي 
يمر ضلعها النهائي من N‏ 
و بهذا نكون قد عرفنا دالتين مجال كل منهما R‏ ( مجموعة الاعداد الحقيقية ) و المجال المقابل لكل 
منهما [1,1-] وذلك لانه مهما یکن R‏ 06 فان 

-1 < cos 6 > 1 


-1 > sin Ө > 1 و‎ 


6.3 


— 


الجيب (sine)‏ دالة مجالها R‏ ومجالھا المقابل [1,1-] بحيث : 
Ө = у‏ 5۱0 : 2۳ 86 ۷ 
حيث ۷ الاحدائي الصادي للنقطة المثلثیة ۔ 


جيب تمام (соѕіпе)‏ دالة مجالها R‏ ومجالها المقابل [1,1-] بحيث : 
»اع V OER :cos Ө‏ 
حيث X‏ الاحداثي السيني للنقطة المثلثية . 


القياس الرئيس للزاوية : 
ان اي زاوية موجهة بالوضع القياسي تقترن بمجموعة غير منتهية من الاعداد يدعى كل منها قیاساً 
لهذه الزاوية . وقد جرت العادة على اعتبار القياس الدائري الذي يحقق العلاقة : 
١ 0 < 8 >1‏ 
أو القياس الستيني الذي يحقق العلاقة : 
Ө >‏ < 0 


1 


وهو القياس الرئيس للزاوية. 
واضح أن هذا القياس وحيد ‹ وأن بقية القياسات تنتج باضافة (2۸11 ) حيث (k)‏ عدد صحيح » الى 


Angle - 2111 + g] حيث‎ Ө القياس الرئيس‎ 


اوجد القياس الرئيس لكل من الزوایا الآنية : 


а) 8.75 11- 811+11 
0.751--32-1 لحن‎ 
4 3 


.. القیاس الرئيس للزاوية التي قياسها ( 8.7511 ) هو ID‏ +( 


j‏ وه 


<. القياس الرئيس للزاوية هو П‏ = 3.14 


-7 11/2 = -4 2 
г. sin )-711 /2 ( = sin 1] /2 


1- 
(الاحداثي الصادي للنقطة المثلثية )0,1( ( 


217 جد القياسات الرئيسة لكل من الزاويا التي قیاساتھا الآتية : 


| 
Ө: г © 2-1 
- 6۰۱ 11/3 Өс 19 6 Ө: 2411 
| 


0 


(2 7 جد الاعداد الحقيقية الآتية : 


а 2‏ 
[4-3] دالة الظل tangent)‏ ( : 
يمكن أن نحصل على هذه الدالة من دائرة الوحدة ء وذلك لو وضعنا مستقیماً مدرجاً على جميع 
الاعداد الحقيقية بحيث يكون مماساً للدائرة عند )1,0( A‏ 


الشكل (4-7) 
( لاحظ الشكل (4-7)) وبشرط أن يكون العدد صفر منطبقاً على ۸ فان نقطة تقاطع الضلع النهائي 
للزاوية 6 مع هذا الخط یمثل9 tan‏ . | 
! 


تعر یف 


tan : دالة الظل‎ 
tan :{ 0: OER , соѕ0 ۶ 03 > R, 
tan Ө = sin 0/ cos Ө 


نلاحظ ان دالة الظل( (tan‏ هي الدالة الناتجة من sin Ө /со50‏ 


авч 
Яв НЭГ 1 7 * يد‎ 5 5 213 0 8 11 s> 

Өв)‏ — > 0 > 0 فن الزاوية 0 تقع في الربع الاول وتكون النقطة المثلثیة (оу)‏ اي 
со50 -0, sin 6 <0‏ لاحظ الشكل )5-8( 

دا انت Н. > 0 > H‏ فان الزاویة © تقع في الربع الثاني وتكون النقطة المثلثیة 
(-х,у)‏ لي ان 0< 8 со50 > 0, sin‏ 
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(4-9) الشكل‎ hay 


الشکل )4-8( 


© ذاكنت 3 > 6 H<‏ فان الزاوية 6 تقع في الربع الثالٹ وتكون النقطة 
المثلثية للزاوية 6 هي (су)‏ وبهذا يكون : 

sin Ө < 0 , 605 Ө >0 |`‏ بالتالي فان 0 > 0 3] 
كما في الشکل )4-10( 


الشكل )4-10( 


اذا كانت 211 > 9 > ч‏ 

للزاوية (х,у) са‏ وبهذا يكون: 

1310 0 > 0 وبالتالي فان‎ 5іп Ө > 0, соѕ Ө <0 

كما في الشكل (4-11) 

ويمكن وضع ماتقدم في الجدول الآتي : 
sin 1 605 07‏ | الربع 


فأن الزاوية 6 تقع في الربع الرابع وتكون النقطة المثلثية 


جدول اشارات الدوال المثلثية في الارباع الشكل (4-11) 


- а 
(4-12) دائرة الوحدة في الشکل‎ » о ۲ 
(cos Ө, 50 0 ( : احدائياً 5 هي‎ Ө هي النقطة المثلثیة للزاوية‎ B 
r= 08-1 نلاحظ أن‎ 
BM = sin Ө 
OM = cos 0 
M قائم الزاوية في‎ ОМВ وبما ان المثلث‎ 


حسب مبرهنة فيثاغورس نستنتج ان : 
(cos O ) 2 + (sin Ө (۳ = 1‏ 
ملاحظة : نکتب Ө 5ле‏ 51612 بدلا من 2[ 51۳0 | الشکل (4-12) 


| cos 0 [2 من‎ Ул, 60520 وکذلك‎ 


АА,‏ نکتب 51030 بدلا من sin ӨГ‏ ] وهکذا 


Р |‏ 
_ ]| اي ان القاعدة السابقه يمكن ان تكتب : 


| 


جد 13 1 tan‏ 
الحل : الزاوية 3/ 511 = Ө‏ تنتهي في الربع الرابع فنجد من المثلث OML‏ أن : 
11 
_Ssin 3‏ - لد _ ہو 
cos II‏ 3 
3 
TES‏ 
2 5 
1 
2 
1.732 - = 3ل = = 


اذا كانت Ө‏ هو قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي وكان — .= ووه 
فاوجد قيمة {ап Ө ,со50‏ عنما إن ضلع اوی کہا انق فاا 8 يقع في الربع 
Е‏ 
الحل : 


sin2 6 +cos2 0 = 1 

9/25 +cos28 =1 > 
cos 2 0 = 1-9/25 

= 16 / 25 

г. cos Ө = +4/5‏ 
وبما ان 0 تقع في الربع الثاني 
cos 0 > 0‏ .` 

`. 6099 = -4/5 


۰. tan Ө = sin Ө /cos Ө 


x (4-2) оо АТ. . m 


۲ وجد tan х, cos х, sin x‏ اذا علمت ان الضلع النهائي للزاوية (x)‏ الموجهة في الوضع 
القياسي يقطع دائرة رت في النقط المثلثية الآتية : 


(5) cos |-13П/ 6] 


tan 411/3| Ө: 3011‏ رھ 


sin? 3 + cos? 3 18 cos? 11/ 6 - 6‏ تھ 


© 


]4-4[ دوال دائرية اخرى : 
عرفنا في البنود السابقة الدوال الدائرية : (ап, cos , sin‏ 
وباستخدام هذه الدوال يمكننا ان نعرف دوال اخرى وذلك كما يأتي : 

1. الدالة cotangent‏ ( ظل تمام ) ويرمز لها СОЁ‏ وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة ( الظل ( 


. tan 


cot x = 1 / tan x : اي ان‎ 


cos x [еіп x 


تعریف ]4-4-1 
دالة ظل التمام со!‏ 


cot: {Ө :6 ۳6 , حاہ‎ 8 0)>R, 


сої Ө =cos Ө/ sin Ө / 


(віп Ө 20) تعرف لكل الاعداد الحقيقية بشرط‎ cot اي ان الدالة‎ А 


2. الدالة ѕесапі‏ (قاطع) ویرمز لھا ©©كوهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (cos)‏ 
اي ان sec x = 1/cos x‏ 


“ <“ < 


وهي تعرف لكل الاعداد الحقيقية x‏ بشرط )0 (cos x z‏ بعبارة آخری 


sec: (6:06 ع‎ R ,cos Ө z 0)>R, 


sec Ө = 1/ cos ٥ 


1 


3 الدالة 60966201 (القاطع التمام) ویرمز لها ©5© وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (sin)‏ 
اي ان csc x = 1/510 x‏ 
وهي تعرف لکل الاعداد الحقيقية x‏ بشرط ( 0 + (sinx‏ 
تعریف[4-4-3] 
دالة قاطع التمام : CSC‏ 
csc:(9 : Ө ER,sin Ө = 0)>R,‏ 


csc Ө = 1/ ѕіп Ө 


اذاکان: لا >× > 


: П 
: فجد کلا من‎ sin x = 5/13 وکان‎ 2 


cos x , tan х, cot x , sec x , csc x | 


: الحل‎ 
3 5102 x + cos? x = 1 
3 7. (5/13)2+соѕ? × ج-1-‎ 
соѕ? x = 1- 9 
= cos 2 x = 144 /169 
= cos x = + 12 /13 
اي انها تقع في الربع الثاني‎ < x > 1 وبما ان‎ 


г cos x «0 
г. cos x = - 12/13 


` tan x = sin х / cos x 


5 
“tan x = — 13 _ 
-12 
13 
г. tan x = - 5/12 
г. cot x = – 12/5 


sec х = 1/соѕ х = 13/12 
сѕс х = 1/ѕіп х = 13 5 


66. 


]5 -4]العلاقات بين الدوال الدائریة : 


مبرهنة [4-5-1] 


) المتطابقة الفيثاغورية‎ ( 
©0( 12ع‎ x + cos? x = ЇЕ V ×۳ 
Ө: х +1 = sec2 x , Vx, xz (2п+1) ۰1] /2 


01 соё х = сѕс2 х, Vx, x= п 


00ند سبق برهنتها في البنود السابقة . 
® ذا كان × اي عدد حقيقي ما عدا المضاعفات الفردية ل (11/2) والتي تجعل | 


cos x 20)‏ ) فأننا نقسم طرفي المتطابقة )1( على cos2 x‏ لنحصل على : 


(sin х / cos x)? + (cos x / cos х)? = (I / cos x)? > 


tan? х +] = sec? x ,V х, xz (2п+1)П/2 


حيث n‏ عدد صحيح 
وذلك لان : tan x = sin x / cos x‏ 


1/605 x = sec x 


8 وبالطريقة السابقة نفسها اذا كان хеп‏ حیث п‏ عدد ама‏ يمكن ХАА‏ طرفي المتطابقة 
)1( على sin2 x‏ فنحصل على : 


(sin x / sin x)” + (cos x / sin x)? = (I / sin x)? > 


1+ cot2x = csc2x ,V x , x= 7 


"ТА 


۳ 


# 


ثبت صحة المتطابقة Ау)‏ : 


sec? x + csc? x = sec? x csc2 х, үх, x z n 2 
عدد صحيح‎ П حیث‎ 
الاثیات : الطرف الايسر‎ 


sec2x+ csc 2 x = 1/соѕ 2× +1/sin2 x 


sin2x+ cos 2 x 


cos 2× sin2 x 
1 / cos 2× sin2 x 
1/ cos 2х . 1/5162 х 
sec? x csc2 x 


الطرف الایمن 


کل ثبت صحة المتطابقة الآتية : 


cos? x – sin? x + 
3 ! _ 4 cot2 x 


sin? x 


3 cos? x - sin? x +] 
sin2 x 


_ 3 6052 х +)1- sin x) 3 cos? x + cos? x 


sin? x sin? x 


حر کم من аз‏ 2ص 


: فجد قيمة كل من‎ cos x = 2/3 وكان‎ 3.Л > x > ان ررد‎ 
656 х, sec x , cot x 
فجد قيمة كل من‎ 6٥0 × = 7/3 s l > x< 3 عن‎ @ 
CSC x , sec x , cot x Ч 
: اثبت صحة المتطابقات الأتية‎ © 
@tan x = sin x sec х 


in2 ДЕ 2 
11ج لا‎ 2 - sin2 x + cos2 x 
1-5102 х 


| © *منه-1)‎ x)(1+tan2 x )=1 


2 x 
"و‎ * 1-5 = sin x cos x 
tanx 


+sin x - sin2 x 
| s b= = cos x +tan x 
I. cos x 


` 


]4-6[ استخدام Using calculators А‏ 
لقد سبق ان تعلمت استخدام الحاسبة لایجاد قیم الدوال 
tan , cos , sin‏ مباشرة لأية زاوية والأن نتعلم استخدام 
الحاسبة لایجاد قیم الدوال sec , сої:‏ , 5ء مباشرة АМ‏ 
زاوية . مع ملاحظة نظام الزاوية D E G)‏ ) درجات او 
(R A D)‏ نصف قطري 


o ۰‏ ود - 
> منل 478 جد 51 сөс‏ باستخدام الات الحاسبة 
z‏ 


فنجد كما مر سابقاً 51 sin‏ اي نضغط على 

المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار الى اليمين . 
sin‏ 
فيظهر على الشاشة 0.7771459 

sin 51° = 0.7771459  يطعي وهذا‎ 

ثم نضغط على المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار الى اليمين . 
فيظهر على الشاشة ‏ 1.2867597 والذي يساوي 51١‏ ء5ء.(مقلوب sin‏ ) 

ملاحظة : هناك حاسبات موجودة عليها مفتاح INV‏ بدلا من 2007 

csc35° 22 , sec35°22 , сої 35°22 جد‎ гээж) 

باستخدام الحاسیة 

الحل : 

| نحول الدقائق الى کسر عشري من الدرجات بالضغط على المفاتیح بالترتیب التالي من اليسار 


الی الیمین : 
ˆ 1160 2( 12 


فیظھر علی الشاشة العدد 0.3666666 

® ثم نكمل كتابة قياس الزاوية بالضغط علي المفاتیح : 
يظهر على الشاشة العدد 35.366667 

| نجد tan á‏ بالضغط على مفتاح 430 فيظهر على الشاشة العدد : 
0.620751391 
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@ نجد مقلوب الدالة tan‏ لنحصل على cot‏ بالضغط على المفاتيح : 
1/х‏ 204 
يظهر على الشاشة العدد 
со! 35922 = 1.61095086‏ 
وبالاسلوب نفسه اكمل حل المثال لایجاد کل من 22 359 csc 35° 22 , sec‏ 


[4-7] الزاوية المنتسبة 
) تعریف iki‏ 
1 اذا كان Ө‏ قياس لزاوية حادة 8“ زاوية قياسها على n ۲ 90° + Ө )5 уна!‏ )۰ حيث n‏ عدد ) 
|( صحیح ( غیر سالب ) تسمی زاوية منتسبة للزاوية الحادة التي قیاسها ٦ Ө‏ 
(2х90° – 30° )‏ = )150°( 
| والزاوية 240° منتسبة للزاوية 60° 08 : 
)60° + 290°( = )2409( 
والزاوية 300° منتسبة للزاوية “60 لأن : 
(4х90° - 60° )‏ = )300°( 
والزاوية 30°- هي زاوية منتسبة للزاوية 30° 03 : 
(0x90° — 30° )‏ = )309-( 
واستناداً الى التعریف السابق 433 اذا كانت Ө‏ قياس زاوية حادة فأن الزوايا التي قياساتها : 
Ө ( (180940) « (360°- Ө ): (360°+ Ө ).‏ -180°( 
Ө): (0- Ө).‏ +0( رھ +90°( .)0 90°( 
Ө ): (270°+ Ө )‏ 270°( ‹ هي زوایا منتسبة للزاوية 6 . 


МУМУ МУМУ, 
| 


| فمثلا : 

240° = (180° +60°) — j 240° = (270° -30 | 

135° = (180° - 45°) ў 135° = (90° +450 | 
300 ° = (360 ° - 60 °) j 300 °= (270 ° + 309 
330 ° = (360 ° - 30°) او‎ 330 °= (270 ° + 60 ° 


ملاحظة: اذا كان قياس الزاوية اكبر من 3609 (اي اكبر من 211) نبدأ بطرح 360° أو مضاعفاتها 
| ۳ 
.1 


1 


(او طرح 211 أو مضاعفاتها اذا كانت بالقياس الدائري) لیصبح القياس رئيسياً أي يصبح قياس 
الزاوية ينتمي الى )0,360[ أو ينتمي الى (211 , 0]. 


کے 

ГЭЭ‏ جد 120° cos 120° , sin‏ دون استخدام الآلة الحاسبة. 
ان 

الحل: 


ابت ۳ 5 
G @‏ الزاوية ۸08 التي قياسها = 1200 تقع في الربع الثاني. Bay)‏ الشكل 4-13( 
اذأن: )120° B(x , y) = B (cos120° , sin‏ 
ولكن B‏ > 8 تحت تأثير انعكاس في المحور ۷ 


`. B (х,у) = (cos 60° , sin 60°) 

ولكن كه 

г. cos 120° = - cos 60° = -1/2 
у-у “s 

г. sin 120° = sin 60° = {з 2 


الشكل )4-13( 


وبما أن: 60° – 180° = 120° 
x 90° - 60°‏ 2 = 


.. 120° منتسبة للزاوية 60° 
من المثال السابق نلاحظ أن 
sin 120 = sin 60° - [3 2‏ 
cos 120° = - cos 60° = –1/2‏ 


۳ ۲ 


ان الزاویة AOB‏ التي قياسها = 120° تقع في الربع الثاني كما اسلفنا اذ إن 
В (х,у) = B (cos 120° , sin 120°)‏ 
ولكن 8 > 8 تحت تأثير دوران حول نقطة الأصل بزاوية قياسها 90°. 


۰. B = (-ѕіп 30° , cos 30) 
B = (cos (90°+30°) , sin (90°+30°)) 
`. cos (9092-3020) = —sin 30 = -2 
sin (90°+30°) = cos 30° = [3 /2 


| نشاط1: باستخدام دائرة الوحدة والانعکاس في نقطة الاصل (0)ء أوجد 
sin 210° , cos 210°‏ 
Н‏ 
نشاط 2 : باستخدام دائرة الوحدة والانعكاس في المحور السيني اوجد 
sin 315°, cos 315°‏ 
ملاحظات: 
Хэл‏ قيم الدوال الدائرية لأية زاوية نتبع الآتي: 
р‏ نجد القياس الرئيسي للزاوية اذا كان قياسها اكبر من 360° او اكبر من 211 
نضع قياس الزاوية الرئيسية على (n х 90° + Ө) (пП/2 + Ө )š l)‏ 
حيث n‏ عدد صحيح موجب أي يأخذ القيم (... , 4 , 3 , 2 , 1) 0 قياس زاوية حادة. 
УФ‏ كان n‏ عدد صحيح فرديء أي يأخذ القیم: ... , 5 , 1,3 
فان قيم الدالة الدائرية للزاوية ( 6+ (пП/2‏ تتغير من: 
sin )011/2 + Ө)‏ الى cos‏ 
ومن ( 6 + (пП/2‏ ۰05 الى sin Ө‏ 
ومن tan (пП/2 + Ө)‏ الى сої Ө‏ 
ومن )0+ sec (пП/2‏ الى 6 csc‏ 
ومن cot (пП/2 + Ө)‏ الى tan Ө‏ 
ومن csc (пП/2 + Ө)‏ الى sec Ө‏ 


ہہ 


1 


ч 
А 


مع مراعاة اشارة الدالة في الربع الذي تقع فيه الزاوية ) 8 + 0511/2) 


© اذا كان 0 عدد زوجي موجب أي تأخذ القيم: ... , 6 , 4 , 2 
فان قيم الدالة الدائرية للزاوية (nII/2 + Ө)‏ لا تتغير وتظل كما هي 
اي ѕіп(пП/2 + Ө)‏ تؤول الى Ө‏ او وكذلك, ( cos )011/2 + Ө‏ 
дуу‏ الى с080‏ ‹ وهكذا بقية الدوال الاخری. مع مراعاة اشارة الدالة في الربع الذي تقع في 
الزاوية( Ө‏ + ۱۲۲/2 ) 
89 يحدد الربع الذي تقع فيه الزاوية 6 وننسبھا لاحدى زاويتي هذا الربع. 
فمثلا: 
في الربع الاول: ننسب للزاوية 909-0 الى 360+0 
"| وفي الربع الثاني: ننسب للزاوية 6 +900 الى 1805-6 
| وفي الربع الثالث: ننسب للزاوية Ө‏ +1800 الى 2705-06 
وفي الربع الرابع: ننسب للزاوية 0+270° الى 3605-6 


< د01 جد قيم الدوال الدائرية للزوايا التي قياساتها: 


420° , 330° , 210° , 150 30° 


الحل: 
0ز اویة التي قياسها 30° تقع في الربع الاول 
3( - 30° مه ۰ 2/ 3( = 30° "sin 300 = 1/2 , cos‏ 
csc 30° = 2 , sec 30° = 2//3 ,cot 30° = |3 |‏ 


55509 التي قياسها “150 تقع في الربع الثاني 


.. sin 150° = sin (180° – 30°) sin 150° = sin (90° + 60°) 


= sin 30° = 1/2 = соѕ 60° = 1/2 


4 | 


cos 150° = cos (180° - 30°) 


cos 150° = cos (90° + 60°) 


= — cos 30° = 308 = —sin60° = - B 2 


tan 150° = tan (180° - 30°) tan 150° = tan (90° + 60°) 


= - tan 30° = -/]3 | = -со160° = – 1/[3 


cot 150° = сої (180° – 30°) сої 150° = сої (90° + 60°) 


= – сої 30° = – 3 ` = -tan60° = 3 ` 


sec 150° = sec (180° – 30°) ѕес 150° = ѕес (90° + 60°) 


= — sec 30° = -2//3 = —csc60° = -2/|3 


csc 150° = csc (180° - 30°) csc 150° = csc (90° + 60°) 


= csc 30° = 2 = sec60° = 2 


® الزاویة التي قياسها 210 تقع في الربع الثالث 


`. sin 210° = sin (180° + 309) sin 210° - sin (270° - 60°) 


= —cos 60° = -1/2 


= - sin 30° = - 2 


نشاط: اکمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي قياسها 210° 


ie. 


75 ) 


® لزاویة التي قياسها 330° تقع في الربع الرابع 
sin 330° = sin (360° - 30°) sin 330° = sin (270° + 60°)‏ 


sin 30° = -1/2 = —cos60° = -1/2‏ - = 
نشاط: اکمل قيم الدوال المثلثية الباقیة للزاوية التي قياسها “330 
® الزاوية التي قياسها 360 + 60° = 420° 
ان قيم الدالة المثلثیة للزاوية )60°+360° ) هي نفس قيمة الزاوية المثلثیة )60°( لماذا ؟ 
ملاحظة : لقد سبق ان ذكرنا بانه اذا كان قياس الزاوية اكبر من 3607 نطرح 360° أو مضاعفاتها من 
هذا القياس الى يصبح القياس60°هو القياس الرئيسي للزاوية »وعليه فان ° 60- 360° - 420° 


۱ 


| .. sin 420 ° = sin 60° =| 2 
[ cos 420° = cos 60° = 1/2 


نشاط : اکمل قیم الدوال الداثرية الباقية للزاوية 420° 
[4-8] قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قیاسها Ө)‏ -) 
او لا : اذا كانت الزاوية التي قیاسها ( 9 ) تقع في الربع الاول فان الزاوية التي قیاسها Ө)‏ -) نقع 


في الربع الرابع 

B(x,y) = (cos Ө, sin 6 ( (4-15) لاحظ الشکل‎ 
: التي قياسها ( 8 ) نرمز لها بالرمز‎ AOB إن الزاوية‎ 
B(x,y) = (cos Ө , sin Ө ( 


X تحت تأثير انعكاس حول محور‎ B + B لكن‎ 
В (cos )- Ө), sin(- Ө ) ) لذا فان‎ 


(4-15) الشكل‎ B (cos (- 0) , ѕіп(– Ө ) ) 
хэх ¿(y> -у: ولكن‎ 


tan )- Ө) = sin (- Ө ) / cos(- Ө) ویکون‎ 


k 


= - sin 8 / cos 8 


tan(- Ө ) = – tan (Ө) 
ملاحظة: يمكن اثبات النتيجة السابقة نفسها في حالة وقوع الزاوية التي قياسها‎ 
في الارباع: الثاني أو الثالث أو الأول وبالطريقة السابقة نفسها.‎ )- Ө) 
У 
cos )-2400( , sin (240° جد(‎ 
: الحل‎ 
sin (240) = - sin 240° 
= - sin (180°+60°) 
= ѕіп 60 = م‎ 
, Cos )-240°( = cos (240° ) 
= cos (180° + 60 °) 
=—cos 60° = -2 


ќап(-300° ), cos 780 , sin )1911/2( جد‎ e5 | 


| sin (1911/2) = зп ہیں‎ + 8I1) 


= sin ( 28 ) 

| ==] 

| cos 780° = cos(2x360+60°) 
= cos 60° 
= 1/2 

tan (-300°) = - tan 300° 
| = - tan (360 – 60 ) (4-16) الشکل‎ 
-(-tan 60 ( 

= tan 60 


3 


77) 


ےکم تم من )4-4( ЛА.‏ 


: تقع في الربع الثالث فجد‎ 6 , sin 6 = -8/17 00ا کان‎ 
со50 , cos )31]/2 - Ө), sin )11/2+ Ө) 
: فجد‎ 270° < 6 «3600 соз2-0.8 اذا كان‎ 
sin 7 , cos (270° +8) , cos )270*-0( 
: فاحسب قيمة‎ 90° > ос «1800 sincc = 24/25 اذا كان‎ 
sin (90°—cc) – cos (180° —cc) + cos 120° 


cos (П /2+0 ) cos (П/2 - Ө) - sin(II+ Ө) sin(II- Ө) = 0 
| : اذا كان‎ ос #حدد الربع الذي تقع فيه الزاویة‎ | 
| @sin عه‎ > о, cos с >0 

@sin عه‎ > 0 , cos < > 0 
۱ Ө: عه‎ > о. cos с <0 

@sin عه‎ > 0 , cos عه‎ <0 


° اي العبارات الاتية صحيحة وأيها خاطئة‎ 
00 270° = 2 sin 30° 
Ө: 90۰ = 2 cos 60° 
Өс 150° = 1/2 tan 120° 
ГО (30°+ 60°) = cos 30° + cos 60° 


| ان : 


tan ос‏ دزعه+ 180°( cos‏ +( عه- (90°+ос)+ cot(270°‏ ۰ھ 
@sin: 135° = 1/2 (1-соѕ 270°)‏ 


8 ۱ в. 


]4-9[ الدوال الدائرية لمجموع أو فرق قياسي زاويتين : 
سوف نبحث في هذا البند دوال مثل( cos (х, + x,) , cos (х - x,‏ وعلاقة ذلك بالدوال 
sin x, , cos x, , sin x , cos x,‏ 
اولا: مفكوك( cos (x, + x ) , cos (x, - х,‏ 
ولايجاد هذه العلاقة سنستخدم الصلة بين الدوال الدائریة وحاصل الضرب الداخلي للمتجهات 
(Inner Product)‏ 
وکما تعلم انه اذا كان Ө‏ هي الزاوية بین المتجهين OD‏ , 00 الموضحین في الشكل )4-17( حيث: 
Ө <П)‏ > 0 ,وان 8=x -x‏ ) 


— — ج ےہ 
op. oq = ۱۱۵۵۱۱۰ lloqll. cos (x, - x).‏ 
فاذا اخذنا إلحالة الخاصة 1 = ۱/6۵۱ Іор!‏ 
وجدنا أن: 


چ رڈ 
op . oq = cos (x, - х).‏ 


(4-17) الشكل‎ 7. (cos х» sin x) . (cos Х,, sin х.) = cos (х, _ ху). 


ومنه نجد : 


cos x, cos x, + sin × sin x, = cos (x, _ x )- ЕЕ | 


واذا عوضنا ب x)‏ -) بدلاً من х,‏ تصبح المتطابقة )1( 


cos (=) cos x, + sin (-Х,) sin x, = cos (x, + x )- 


cos X, COS x, - sin x sin x, = cos (x, + х) ...2 


cos 159, cos 75° احسب‎ С 7тэу; 
الحل:‎ 


cos 75° = cos (45° + 30°) 
= cos 45° cos 30°- sin 45°sin 30° 


3 ,بل - 13 


“Ээ 42002 
لہ‎ 


فان: 


cos 15° = cos (45° - 30°) 


= cos 45° cos 30°+ sin 45° sin 30° 


1 


127 


سج ۸ 
2 


sin (x, + x ) , sin (x, - *, ثانياً: مفكوك(‎ 
еіп (x, + x ) = cos ]90- (x, + x )] 
= cos [(90° — x,) - x] 


= cos (90° – х,) cos x, + sin (90 _ х,) sin x 


sin (x, + x ) = sin X, COS х + COS را‎ 50 x, 


sin( X, = х) = sin x, COS x, - COS x, sin x 


sin 15° , sin 75° احسب‎ (sa y 
الحل:‎ 
sin 75° = sin (45° + 30°) 


= sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° 


sin 15° = sin 


= sin 45° cos 30° - cos 45° sin 30° 


tan (x 


- (يكا‎ , tan (x, + x,) : ثالثاً: مفكوك‎ 


1 
اذاكان х,, x‏ أي عددين حقيقين في مجال الداانلة 180 وان ,ا + x‏ مجال الدالة tan‏ 

فان: 

tan ) + x, ) = sin (x, + x, ) 


cos (х, + x, ) 


sin x COS x, + cos x, sin x, 


COS x cos х, - sin x, sin х, 


وبقسمة البسط والمقام على cos x С05 X,‏ نحصل علی: 


sin x Cos x, cos x, sin x, 
+ 
cos x cos x, cos x cos x, 


cos Х, cos x, sin x sin x, 


cos x, cos х, cos x, cos x, 


! tan x + їап х 
2 


1- tan x tan x, 


tan x + tan x, 


1- tan x tan x, 


tan x - tan x, 


1+ tan х, tan x, 


۲ دع 


tan 15° , tan 75° احسب‎ бо 
да م‎ 
الحل:‎ 


tan 75° = tan (45° + 30° ) 


9 tan 45° + tan 30° 
1-tan 45° tan 30° 


1 
J3‏ +1 ۔ 
ا ×1-1 

га 
“tan 75°= ا 3لا‎ 
ل‎ 3 -1 


tan 15° = tan (45° - 30°) 


tan 45° - tan 30° 
1+tan 45° tan 30° 


1 
۔‎ 1- 3 
Шог 
3 


۰۰ tan 15° = ХЗ 1 
J 3 1 


نتيجة (1): لکل عدد حقيقي х‏ فان: 


@sin 2x = 2 sin x cos x 

@ cos 2x = cos? x - sin? x 
@-os 2x = 2 cos2 x - 1 
ө: 2х = 1 - 25152 х 

"0۰ 2 x = 2 tan х/(1 — tan? х) 
صفر‎ ЗА! بشرط‎ 


@ اذا كان 4/5= > sin‏ ,90°< عه > 0 


tan 2 , cos 20с , sin2 oc 


+6052 ос 
..16/25 «сов? ےہ‎ =1 
`. cos2 cc =1- 16/25 


sin2 cc 


الحل : 


=9/25 
`. Cos ос =+3/5 
. 0< cc < 90° 


`. COS cc =3/5 


`. Sin 20с= 2sincccos ос 


К 4 3 
. sin 20с= 2 — 
ос х 5 x 5 
= 24/25 
"7 COS 20с= cosš¿2cc- sin? عه‎ 


= 9/25 - 16/25 
= -7/25 
sin2 ос 
cos 2 oc 
24 


25 2 

Лап 2 ос = گت گے‎ 
-7 7 
25 


— زومم مو ا 


2 


1+cos x 


Ө-= (х/2) = 


cos 11/8 , sin 11/8 جن 415 احسب‎ 


sin2 11/8 = سس تا‎ n EE 


يضرب البسط والمقام في 2 ل 


cos2 11/8 = == l 0۵4 
2 


cos 11/8 = 009 12 
2 


гж»‏ بدون : استخدام الحسابات احسب 


الحل: 


cos 105° , sin 105°‏ 
الحل : الزاوية 105° تقع في الربع الثاني وهي نصف الزاوية 2107 وبأستخدام قانون نصف الزاوية 


: نحصل على‎ cos(9), sin(9) 
۱ 1- 05210” [- cos(180°-30) 2 2 
sin 105 = сә = = ялж ла 


2 2 


1+607 1+cos(180"+ 30) 
cos 105 =,|—— اا‎ 


1+)- cos 30) _ 
2 


| الحل؛ 


0054 x/2 — sin4 x/2 = cosx, V x€ R 


cos4 x/2-sinix/2=(cos2 x/2—sin2 x/2)(cos2 x/2+sin2 х/2) 


cos (2 ( x/2)) (1) 


COS x 


ГРЕЈА 4-5 دزن‎ АТ ЗААРЫ 


اذا کان 3/4 = tan x‏ وکانت 909« х‏ < 0 فاحسب: 


tan 2х , cos 2× , sin 2х 


اذا اكان 2/ 5 = sec ос‏ , 11/2 > عه > 0 


cot 26 , csc 2 oc فاحسب:‎ 


90° > сс > 180° , tan? ос = 4/9 اذا کان‎ 
sin (20с – 90°) , cos (180° - 2 ос ) فاحسب:‎ 


اذا كان كل من В: ос‏ زاوية حادة موجبة بحیث 45° = В+ос‏ وکان 2/3 = tanoc/tanB‏ 


x 


/ فاحسب: 206 tan 2 ос , tan‏ 
® ثبت آن : 
ے сой oc/2|- 1 t cos‏ | ثم اسب cotl5°‏ 
بدون استخدام الحاسبات عه cos‏ - 1 


® اثبت صحة المتطابقات الآتية: 
Ө + cos Ө )2 = 1+516 2 Ө‏ سر © 


2۰ bey) sec x sec y 
x-y)= — ٠ 
1+tan x tan у 


ѕіп(-ос)– sin ( 6-905 + _sin (oc 180 )+cos(- B) 


—cos(270°+oc )+cos f sin(180°+oc (+ sin(B+90) 


sin(180°-oc ) 


¿SG ec‏ = ا ا ے 
cos(180° – сс)‏ - 1 


Ө... (270° с (+ 


Ө: 20° cos 10° + cos 20° sin 10° = 1/2 


"7. - 


Ө cos 35° соѕ 25° – соѕ 55° соѕ 65° = 1/2 


5 = x 
© دنه‎ соз: х - 1 os 0. 


8 


@sin 4x = з cos 3 x sin x - 4 cos x sin x 


cosx ,ѕіпх Mı cos3x , sin3x احسب‎ 4) 


]4-10[ المعادلات المثلثیة : 


المعادلة المثلثية هي جملة مفتوحة تحوي دالة مثلثیة أو اكثر لزاوية معينة أو عدة زوايا › 


8 , ۷ < [11], хє R حيث‎ cos х =k , sin х = B : وابسط صورها هي‎ 


اولا: المعادلات المثلثية البسيطة : 
لیکن x‏ قياس زاوية مجهولة ۰ 8 قياس زاوية معلومة بحيث 211 > 8 > 0 ۰ ولندرس 


الحلات الثلاث الاتية : 


sin x = sin 6 <> х= Ө or х= П - ө 


х= 8 ог х= 180° – Ө : وبالمقیاس الستيني‎ 


Е 
ГЕЯ 


اذا کان 45° sin х = sin‏ فما قيم X‏ ؟ 
الحل : 
х = 45° ог х = 180° 45°‏ بے 45° sin x = sin‏ 
اي ان : х = 45° ог x=135°‏ 


— - '88 


حل المعادلة : sinx=1/2‏ 


sin 30° = 1/2 
sin x = sin 30° = х = 30° ог х = 180 - 30° = 150° 
COSX=cos0 جب‎ х= 0 ог х= 211-060 


х= 6 ог х= 360° - Ө : وبالقیاس الستيني يعني أن‎ 


` 

cos x = cos 75° المعادلة‎ х 2 
z 

الحل : 


cos x = cos 75° — x = 75° ог х = 360° – 75° 
х = 75° ог х= 285° : اي ان‎ 


مجموعة الحل = 2850 ,75°{ 


cos х = -1/2 حل المعادلة‎ Ф) |. 


| الحل : بما أن 0 > 609 хоо,‏ تقع في أحد الربعین الثاني أوالثالث 
وهي منتسبة الى كل من 60° +180° ,60° - 180° 
لان 1/2 = 60 cos‏ 


cos Xx = - 1/2 = x=120 ог х = 240° > ) 1200 ,240(  لحلا مجموعة‎ 
ёс tan х = tan جه‎ х= Ө ог х-1-0 


х= Ө ог х = 180° + Ө : وبالقياس الستيني يعني أن‎ 


{ап х = ќап 537°  ةلداعملا (منن 625 حل‎ 
° dal 


| tan х = tan 53° ہے‎ х = 53° or х = 180° +53° 


х = 53° ог х= 233° 
1539, 233°} = مجموعة الحل‎ 
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tan х = 3 حل المعادلة‎ ©су 


tan х = J 3 < tan х =tan 60° : الحل‎ 
> x = 60° or х= 180° + 60° =240° 


مجموعة الحل = 600,240 


دجو حل المعادلة 0 = tan 4х +соёх‏ حیث ان 90° О<х<‏ 
22 


tan 4х = —cot x => : الحل‎ 


`. either tan 4 x = tan (90°+x ( = في الربع الثاني)‎ ( 


4 x =90° +x > 
3 × = 90° = 
`. x = 30° 
or tan 4х = tan (270°+x) - في الربع الرابع)‎ ( 
4х = 270°+x > 
» 3 x = 270° > 
х = 90° (Jag) 


مجموعة الحل = )309( 
حل المعادلة : 


دجو 


26052 х + 3cos x -2 = 0 : 
: الحل : نحلل الطرف الایسر وکما ياتي‎ 
(cos х +2) (2cos x -1 ) = 0 > 
either cos x= -2 
-1< 609 ۷ > 1 یهمل لاله‎ 


ог cos x = 1/2‏ 
ويكون Їзээл COS X‏ في الربعين الاول والرابع 
(Í‏ في الربع الاول : 


cos х = cos 60° = х= 60° 


: ب) في الربع الرابع‎ 
cos x = cos (360°-60°) = х = 360-60 = 300° 


مجموعة الحل- )60°,300°( 
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ыз‏ : المعادلات المثلثية من الصورة 


a sin x +b 6095 х =c 
(cos x) ۰ (sin x) اي انها معادلة من الدرجة الاولی بالنسبة الى‎ 
: المعادلات المثلثية من الصورة‎ (| 


asin? x + bsin x cos x +c 6052 x = а 


اي انها معادلة من الدرجة الثانية في کل من (cos х) ۰ (sin x)‏ 
ففي الحالة (الاولى) اذا كان احد المعاملات a,b,c‏ يساوي صفراً فأن المعادلة تتحول 
الى معادلة بسيطة ويمكن حلها كما في الحالة (أولاً ) 

اما اذا كان كل من هذه المعاملات لا يساوي صفراً فيمكن توضيح حلها اذا كان 
۶+ > 2© وكمافي المثال الاتي : 


5 
Фо 1‏ حل المعادلة : 


الحل : لحل هذا النوع من المعادلات نتبع الاتي : 


sin x + cos x = 3‏ 3 ل 


[3sinx+cosx=J3 > 

)3011/3 sin x + cos x -43. =s 

((sin 11/3( /) cos 11/3(( sin x + cos x EF => 
sin 11/3 sin x + cos 11/3 cos x = [3 cos 11/3 
cos )11/3 -х) - ل‎ 3 / 2 


يكون cos x‏ موجباً في الربعين الاول والرابع 


لهل ۔ لك لا x=‏ >= لے Ц заг‏ 
6 6 3 6 3 
لك x=‏ للدي H‏ درلل or cos (-1--х)-сов‏ 
2 6 3 6 3 
2 مجموعة الحل -( I1‏ . لل ) 
2 6 
اما الحالة (الثانية) فنعوض عن الدوال المثلثية للزاوية بدلالة جيب وجيب تام ضعف الزاویة 


فتكون : 


a (1-соѕ 2x ) + b ) sin 2x ) + c (_1+соѕ 2х) =а 


۱ 2 2 2 
n 


1 


9 


ü ' 
: حل المعادلة الآتية‎ (Go sy 


2 sin2x +J 3 sin x cos x + 3 соѕ2х = 3 


0°<х< 907 الحل : حیث ان‎ 
2( 1-сов 2x (+3 ) sin x cos x (+ 3(1+ cos 2х)= 3 
2 


2 


2-2005 2×+[ 3 sin2x +3+3 cos 2× = 6 
43 sin 2x +соѕ 2х = 1 


tan Ц sin 2х + cos 2х = 1 


((sin 1) | (cos Е )) sin 2х +соѕ 2х = 1 = 


(іп لك‎ sin 2x+cos Jl cos 2x = cos J = cos ( T -2х)-соѕ للك‎ > 1 
3 3 3 3 3 
موجبة أما الربع الأول أو الربع الرابع فأما‎ cos x 
`. cos ) ملك‎ -2«( = cos T = لك - رو للك‎ => 620 
3 3 3 3 
4 


cos ( ج‎ ч2х)-сов(--1-) 7 А1--2х = вээ > 2х = لاو‎ x= بط‎ 


. مجموعة الحل = ( لك , 0) 


Ул» У^ (4-6 ( تمارین‎ АУ. ЗИРЕ 


حل المعادلات الآتية : 


"0۰" x = ل‎ 3 у 2 
"0. x = 3 уз 

© cos 4х = cos(x+ П) 
ӨВ tan? x+2tan x+] = 0 © وم‎ x¬ cos x = 0 

@ cos x = 2 sin2(x/2) @ tan 2x = 3 tan x 

Ө cos x - 2 sin 2 x 12. 2 sin? х = cos 2х(4 sin 2х -1) 
13, cosšx=sin3x 14: sin x+cos x = ] 


@cos x= /2 / 2 
ө: 2х=ѕіп(х+ Л ) 
® tan 4x-cot x = 0 
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Graph of Trigonometric Functions رسم منحنيات الدوال‎ ]4- 11 [ 


نه 1334 

گثیر من الحوادث والظواهر الطبيعية تتکرر بشکل متماثل في فترات متساوية من الزمن» مثل: 
| ,15 وجه من اوجه القعر من على سطح الارض, قنحن نراه: 
هلالا . تربيعاً أول » بدراً ء تربيعاً ثانياً ء محاق› š‏ 


ثم يتكرر ذلك كل (29) یوما و )12( ساعة و (44) دقيقة و (3) ثوان. 
ريع القسر الأول 


бр‏ جمیع حركات الموجات التي توصف بانها كهرومغناطيسية مثل موجات الضوءء موجات الرادیو؛ 
كذلك الموجات التي يبثها الرادار عند عملهء جميعها موجات مستعرضة وهي تتكرر في فترات Аша)‏ 
متساوية. 


وان رسم الدوال المثلثية هو من النوع الذي يتكرر في دورات محدودة وذلك لان هذه الدوال هي دوالا 


دورية. 
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اولا: رسم منحني جيب الزاوية. (y = sin х)‏ 

اذا تغير قياس ЗУЛ‏ الموجهة بالوضع القياسي» تتغير قيمة الدالة الدائرية تبعاً لها. فمثلاً اذا تغير 
قياس الزاوية من 0° الى 360° (او من 0 الى 211) فاننا نحصل على قيم مختلفة لدالة الجيب لهذه 
الزاوية ضمن الفترة [ 1 , 1-] . 


فاذا كانت لا تساوي قيمة الجیب وكانت الزاوية هي x‏ فان .y = sin x‏ 
وللتمثيل البياني لدالة الجيب ننشيء جدولاً يبين قيم X‏ والقيم المناظرة لها .y‏ 
كما في الجدول الاتي: 


30° | 60° | 90° | 120° 150° [180° |210° |240° | 270° 1300” |330° |360° 
x П П H | 211 | SI п | لك‎ | 40 | 311 | 311 | 1[ 21 
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6 


نحدد الازواج التي نحصل عليها من X‏ , لا ثم نرسم على ورقة المربعات منحني الجيب ويكون كما 
في الشکل (4-19) y‏ 


خواص منحني الجيب. المجال [0,360°]: 
® 0 منحني الجيب محور السینات عند 360° = x = 0°, x = 180° , x‏ 

1 اكبر قيمة للجيب عند 90° = × وتساوي‎ бр 

00 صغر قيمة للجيب عند “270 = x‏ وتساوي 1-. 

@ عندما(1800 , 0) € × تكون قيمة Sin x‏ موجبة ويكون المنحني واقعاً اعلى محور السينات. 
© عندما )360° , 180°( Є‏ ×يكون قيمة × sin‏ سالبة ويكون المنحني واقعاً اسفل محور السينات. 
لو رسمنا sin x‏ = ر في الفترة [411 ,211] نجد ان بیان зіп‏ كرر نفسه.لاحظ الشكل( 4-20( 


ہو" 


مثل هذه الدالة نطلق عليها دالة دورية. 
والفترة التي كرر فيها المنحني نفسه (211) تسمى دورة الدالة. 


اكبر قيمة - اقل قيمة “тэ‏ 
بالتردد » ويسمى العدد = حتت Алы‏ الدالة. 


1 
العدد: 
| ويسمى دورة )213 2 


أي أن: دورة الدالة y = sin x‏ هي 211 
وان التردد -1/211 


ёо», 


ارسم بیان الدالة sin x‏ 4 = ۷ ومن الرسم جد: 


9 درر: 50- السعة 


الحل: الجدول الاتي یوضح 


211 هي‎ y = 4 sin x دورة الدالة‎ 


التردد -1/211 
السعة = 4))/2-( - 4( = 4 
نشاط: 


® رسم بيان الدالة sin 2х‏ = ۷ وعين السعة والتردد والدورة. 
© ارسم بیان الدالة sin 3x‏ = لا وعين السعة والتردد والدورة. 


ثانیاً: رسم بیان الدالة y = cos x‏ 
الحل: نكون جدولاً يبين العلاقة بين cox x , X‏ كما يأتي: 


لو نظرنا الى البيان في الفترة ]211 , 0] وفي الفترة [411 ,21 نجدهما متشابهان تماماً في الفترتین 
أي أن بيان Cos‏ يكرر نفسه كل فترة طولها 211 وعلى ذلك فان الدالة y = cos x‏ دورية. 

211 هي‎ y = cos x دورة الدالة‎ 

1/2 П= التردد‎ 

السعة = 1 


نشاط: 
ач Ир‏ بیان الدالة × سل cos‏ = لا في الفترة Ill‏ 4 , 0] ومن الرسم عين دورة الدالة وترددها 
وسعتها. 


]0 , 1[[ في الفترة‎ ۷ = 2 cos 4х بيان الدالة‎ г 

ومن الرسم عين كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها. 

خواص منحني الجيب التمام (y = cos x)‏ 

x= 1 , ×3 محور السينات عند سل‎ аф) 

@ كبر قيمة لجيب التمام عند x=2]I , x=0‏ تساوي 1 

| صغر قيمة لجيب التمام عند П‏ = × تساوي 1- 

عندما تكون x‏ من 0 الى لل يكون منحني занд‏ التمام موجباًء اذ يكون اعلی محور السينات 
وعندما تأخذ х‏ القيم من كل الى لل 3 يكون منحني الجيب تمام سالباًء اذ يكون اسفل محور 
السينات. وعندما تأخذ x‏ القيم من لل 3 الى 211 يكون منحني الجيب التمام موجباً اذ يكون اعلى 


محور السينات. 
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ثالثا: رسم منحني الظل: (y = tan x)‏ 


نكون جدولا يبين العلاقة بين y = tan x , X‏ 


الدالة tan x‏ = ۷ دورية 


ودورتھا = 11 

التردد = 1/11 

المنحني لیس محدود لا من اعلی ولا من اسفل لذا لیس له سعة 

y = tan x خواص منحني الظل:‎ 

® يتطع المحور السيني عند × تساوي: 0° ,180° , 360° 

ӘӘ‏ المنحني غير متصل كما في منحني الجيب ومنحني الجيب تمام. 

© عندما تكون x‏ بين 0° , 909 يكون الظل ¿La sa‏ وكلما اقتربنا من 90° = x‏ نجد ЗАА‏ الظل 
تزداد ازدياداً کبیراً 

® عندما تكون بين “90 , 180 يكون الظل سالباً وعندما تقع х‏ بين 180° :270° يكون الظل 
موجباً 

کون سالباً عندما аш‏ × مابين 270° , 360° 
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رابعاً: رسم منحني ظل التمام: y = сої x‏ 
نكون جدولاً يبين العلاقة بين cot ×, х‏ وكما يأتي: 


خواص منحني ظل التمام: 

الل يقطع محور السينات عند لل -,,1- 3× 

000 المنحني غير متصل. 

@ عندما تكون × بين 0 و لل نجد ان ظل ААШ‏ موجب. وعندما تکون ما بين Ш‏ و 11 نجد انه 
سالب وعندما کون ما بين 1] و ل 3 يصبح موجباء وعندما کون × ما بين 3 و 211 يكون 


9 


) 


خامسأ: رسم منحني قاطع الزاوية: y = sec x‏ 


نكوآن У ула‏ يبين العلاقة بين × y = Sec х,‏ كما يأتي: 
sm lun‏ ےد لس كا لع п шіп n Jarl‏ 
21 ] 1.|(21|5- 
16 3| 2 1 13 6 6 2 |43| 6 
2 8۳۱ 


خواص منحني القاطع: 

60 يقطع منحني القاطع محور السينات على الاطلاق. 

р‏ عندما x‏ ما بين 0 و 11/2 يكون المنحني موجباً. 

© عندما x‏ ما بين 11/2 و 311/2 يكون المنحني سالباً. 

@ عندما x‏ ما بين 311/2 و211 يكون المنحني موجباً. 

® المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة 
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سادسا؛ رسم منحني قاطع التمام: × y = сс‏ 
نكوان جدولاً يبين العلاقة بین x , X‏ 5ء = y‏ 


JI он‏ 511 | 311 ا لے ا الك SH] ру‏ 2111 كال I‏ كاك ال 
6 3 2 3 6 6 3 2 3 4 6 
غير غير غیر 050 - لا 


خواص منحني قاطع التمام 

® لمنحني لا يقطع محور السينات. 

عندما × ما بين 0 الى 11 يكون المنحني موجبا اعلی محور السينات. 
عندما X‏ ما بين 11 الى 211 يكون المنحني سالبا اسفل محور السينات. 
@ دورة المنحني 211 والتردد11 112 . 

00 المنحني غير محدود لا من الاعلی ولا من الاسفل لذا ليس له سعة. 


1 
4 
۱ ГЕРЕ ZA )4- 8 رینم تمارین(‎ I 


| ارسم بیان كل من الدوال الاتية. ومن الرسم استنتج كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها: 
@y-sn3x on [0, 411/3]‏ 
Ф.- —sin х оп (0, 2111‏ 
2х on (0, 211‏ 351۳ -,6 
ө,- соѕ 2х оп 1-1, 21‏ 
Өу- -2совх on ]-211, 13‏ 
cos зх оп, зп‏ 0-2 
tan x оп [-II/2 , 311/2]‏ 2 ہو 
tan ۷ оп 10 II]‏ ۔رھ” 


1 
0ل اختبار موضوعي 
ضع اشارة + او - في المستطیلات التالية لتحصل على عبارة صحيحة : 
0 20و[ | | 0550© a. cos (20 +50) = соѕ20‏ 
]tan3A 8‏ — — ]28/1 ها ۸۰د = b.tan(3A-2B)‏ 
с.з (80| [| 10) = ѕіп80 соѕ10 - cos 80 sin 10‏ 
jas |‏ ما يأتي لتحصل على عبارة صحيحة ۱ 
0 او a.sin40 + 180) = sin 40] j|‏ 
b. 2510 11/3 cos 11/3 = sin | |‏ 


8 2 tan ×/3 _ [ _— ] 


1-0172 x/3 


d.cos2]5 - sin? 15 = cos | | 


| عين العبارات الصحيحة والعبارات الخاطنة فيما يأتي: 


@sin 6x = 2 sin3x 

Өө: 15 соѕ15 = sin 0 

Osos 80 = cos? 40 - sin? 40 

مجموعة حل المعادلة 0 = 3+ 2cos x‏ ° @ 


= 102 


лм 9‏ من القائمة ۸ ما يناسبها من القائمة B‏ 


القائمة8 القائمة ھ 
@:os4AcosA-sin4AsinA = (a, sin5A‏ 
@sina cos4A-sin4AcosA = 4۸‏ 


"07 cosA+ cos4A sinA 


د08" 
رم Ө sin‏ 
| اختبار مقالي 


اذا کان «2Ц‏ × > للك وکانت cosx=2‏ فاوجد قيمة کل من : сої x, sec х, cscx‏ 
2 3 


: فاوجد قيمة كل من‎ со5Х- r وکانت‎ Ш 


> x < 2 11 كان‎ "Ө 


. соѕ2х, sin2x, tan2x,sin(x/2),cos(x/2) | ` 


А 
بدون استخدام الحاسبة اوجد قيمة:‎ | 
a. ѕіп[/8 со511/8 


b. со52-11. لل زو‎ 
12 


Алла Ө‏ كل من المتطابقات الاتية 
а. 054 х - ѕіпі х = cos 2х‏ 


b. tan(x/2)= (1-соѕ х) / sin х 
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© الفصل الخامس‎ ә 
Chapter 5 
Limit and Continuity الغایةوالاستمراریة‎ 
جوار العدد‎ [5-1] 
غاية الدالة‎ [5-2] 
غاية الدوال الدائرية‎ ]5-3[ 


[5-4] الاستمرارية 


رم و تم ری 


Lim f(x) = f(b) عند‎ f(x) إستمرارية‎ 
Х-- хэр 


© الفصل الخامس‎ о 


الغاية والاستمرارية 
غاية الدالة واستمراريتها limit and continuity‏ 
تمهيد : 


اذا نظرنا في الشكل (5-1) نلاحظ نقطتين الاولى 8 تقع على يسار العدد 3 والاخرى b‏ تقع على أ 
يمين العدد 3 


هه 
فإذا فرضنا ان 3 تأخذ فیماً متزايدة a 3 b‏ 


شكل (5-1) 
....... ,2.999 , ....... 2.99 , 2.9 
تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليسار ونرمز لذلك بالرمز 8 نقول ان 


3.1 3.01 ۰ 3.001 ........ 3.000001 ش52 
نقول ان b‏ تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليمين ونرمز لذلك بالرمز 


[5-1] جوار العدد neighbourhood‏ 


على ضوء ما سبق يمكنك ان تتفهم التعريف الاتي : 
]1- 


واذا اعطينا b‏ قیماً متناقصة مثا. ٠‏ 


ЖАП موجبا قسمی‎ ۰۱۱۰۹ ٣٣٣٣٢ 
(а جواراً للعدد 2 ( الجوار هنا يحوي‎ ) 2 - € , 2+ € ( - 1 
(а الجوار هنا يحوي‎ ( 2 заш جوارا ايسر‎ )  -  , [1-2 


[а , + € ( - 3‏ جوارا ایمن للعدد 2 ( الجوار هنا يحوى а‏ 
Е‏ ار هنا یحو و 
ويرمز لمجموعه الجوار بالرمز N‏ 


@ > 


اذا كان 1 = 2 ,1/2 = ع فان 


1 1 


© ¬ 166-7 جوارا للعدد 1 


10. 


-1 ) جواراً ايسر للعدد 1 


1 5 
© ( - +1 ,1] جواراً ايمن заш‏ 1 


( limit of a function) غاية الدالة‎ [5-2 1 


تمھید توضیحي : 
سنعطي فيما يأتي توضیحاً هندسياً اي باستخدام الرسم فقط للتعريف بمفهوم الغاية إذ سنكتفي 
بأدراك أولي للتعریف عن طريق الحواس ثم ننتقل بعد ذلك الى التعريف المحدد ففي الشكل )5-2( 


الشكل (5-2) 
نلاحظ ان هناك بیاناً للدالة ۴ ( منفصلة هندسياً ) عندما x=3‏ كما يمكنك ان تلاحظ ان 


f(x) تأخذ قیماً متقاربة من 4 وذلك عندما تتقارب × من 3 من اليسار وكلما اردنا ان نجعل‎ ۷ = f(x) 
قیماً اكثر قرباً الى 3 من اليسار‎ x اكثر قرباً الى 4 فانه يمكننا ذلك عن طريق اعطاء‎ 
: وفي هذه الحالة تقول‎ 
im х) = 4 О 
4 وتقرأ غاية الدالة عند 3 من اليسار تساوي‎ 
х= 3 ما اذا كانت الدالة معرفة او ليست معرفة عند‎ АМ اننا لم نتعرض‎ 
الى 3 من جهة اليمين وفي مثل هذه الحالة‎ x تتقارب من 5 كلما اقتربت‎ f(x) كما يمكنك ان تلاحظ‎ 
: نقول ايضاً‎ 
іт, (х) = 5 غاية الدالة تساوي 5 عندما‎ 
5 الى 3 من اليمين وتقرا غاية الدالة عند 3 من اليمين تساوي‎ x تتقارب‎ 


7106: 


لاحظ اننا لم نذكر فيما اذا كانت الدالة معرفة او ليست معرفة عند 3 = x‏ 


الدالة تتقارب من 9 عندما تتقارب X‏ من 4 من اليسار واليمين او 


(х) |‏ تتقارب من 9 عندما تتقارب »امن 4 وهذا يعني 


۱ lim, f (x) = lim, f(x) =9 z, 
| عند نقطة مثل 4 من اليسار واليمين‎ f وفي هذه الحالة عندما تتساوى النهايتان لدالة مثل‎ | 
| تقول ان للدالة ۴ غاية عند 4 ونعبر عند ذلك بالصورة الرمزية ۔‎ | _ 
| 

الغاية عند x — a‏ 
اعتمادأ على ما عرضناه سابقاً في تقديم مفهوم الغاية باستخدام الرسوم التوضيحية كما في 
الشكل ( 6-4 ) وقلنا بأن lim f(x) = L‏ 


شكل (5-4) 


تفهم من هذا عموماً انه : 
بأمكاننا دوماً ان نجعل f(x)‏ قريبة من ا بقدر ما نشاء وذلك يأعطاء × قیماً قريبة من a‏ من 


الیسار بصورة مناسبة . 
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4 ۳ 

فاذا اردنا اعطاء صيغة رياضية كهذا الفھم العام فهذا سيكون على النحو الاتي : 
([اذا حددنا اي معيار للقرب من ا مثل 0 > € 

| يمكننا تحديد جوار ایسر N.‏ للعدد 2 مثلا (a-h,a)‏ 


حيث h‏ عدد حقيقي موجب بحيث € > : 


xEN/{a} >‏ 
f(x)‏ تكون قريبة من L‏ حسب المعيار € 
ع > ۶0-۱1۱ |ج хема}‏ 


ومنه نتوصل الى التعریف الاتي : 
[5-2-1] تعریف 


Үе > 0 فھذا يعني‎ іт f(x) = L اذا قلنا‎ 
a ) للنقطة ( العدد‎ N جوار ايسر‎ зээг 
۲۶ لاع‎ /{a} >| х) -L| > ع‎ 


يمكنك ان تلاحظ بأنه لأثبات lim f(x) = L‏ لابد من Хэд‏ الخطوات الاتية : 
® حدد مجال الدالة 
للا ناکد في ضوء تحديدك لمجال الدالة فیما اذا كانت f‏ معرفة من يسار а)‏ ) بمعنى معرف على 
الفترة : 


N / {a} =(a-h , a) 
a اننا لا نشترط ان الدالة معرفة عند‎ Bay 
e€ < 0 Ө 
ثم باشر بحل المتباينة السابقة فاذا استطعت ان تحدد جوراً ايسر‎ | ۴ (x) -1 > > ضع‎ 
: بحیث‎ a للعدد‎ N مثل‎ 
: عندما تكون‎ 
x € N / (a) 
| f(x) - L| > € فان‎ 
تكون صحیحة وبذلك تكون قد اثبت صحة المطلوب منك ۔‎ 


= : 108: 


تب 


لیکن 1- ×2 = f(x)‏ اثبت ME‏ 
الحل : 
باستخدام التعریف 
مجل R = f‏ 
بما ان ۴ معرفة على R‏ فهي معرفة في يسار 2 اي ان ۴ معرفة على اية فترة 
مثل )2 , 2-۳ ) 
oë )‏ 0 > € 
х) - 3| < € @‏ 
2x-1-3| < €‏ | 
|2x-4| < €‏ 
2х-4 «є‏ < €- 
2х < 4+‏ < € -4 
€ 


Є 
2- —— х < 2+ 
2 


وهذا يعني اذا كانت : 
ع > |3 - ۱۶۵۵ > ) 
تكون صحيحة : 
| 133 اخترنا (2. 0-2 -)— جک 52 —-2( 
فنجد ان 
اذا كانت €< | 3- N/(2)=> |х)‏ ع x‏ تكون صحيحة 
.”. الغاية المعطاة صحيحة 


وبنفس الطريقة غاية الدالة عندما a‏ — × من اليمين 


اذا قلنا іт f(x) = L ¿L‏ فهنا يعني 0 > € V‏ 
یوجد جوار N‏ للنقطة 2 


хє Ма} > |08 - L | < € 
: من الواضح بأنه اذا كانت‎ 
فان‎ lim f(x) = ا‎ 
lim f(x) = lim f(x) = L 


وهذا يعني ان : 
зэээ р)‏ الغاية عند النقطة 2 يؤدي الى وجود غاية من اليسار وغاية من اليمين عند 2 
كلتاهما متساویتان . 
اذا وجدت غاية عند النقطة a‏ من اليمين وغاية عند a‏ من اليسار وكان : 


. ليست موجودة أو لا تكون معرفة‎ a ہا فان الغاية عند‎ + L, 


[5-2-3] بعض مبرهنات الغاية 
فيما يأتي مجموعة من المبرهنات التي تساعد في حساب الغاية ويمكن اثبات صحنها باستخدام 
تعريف الغاية وكما في الامثلة السابقة ء ولكننا سنكتفي بذكر منطوق هذه المبرهنات ونستخدمها في 
حل امثلة واسئلة للغاية في هذه المرحلة من الدارسة . 


)1( ميرهنة‎ 
мл”, 


اذا كان № جوار للعدد 8 وكانت الدالة معرفة ٢× € МДар‏ 
وكانت © = f(x)‏ حیث C € В‏ ثابت فان 


lim f(x) = © 


imfs- 15 ۰ ۵ [57 


اذا كان N‏ جوار للعدد 2 وكانت الدالة х) = x‏ فان limx=a‏ 


اذا كانت Піт f(x)‏ موجودة.ء т (х)‏ موجودة 
فان | lim ] f(x) T= [im f(x)‏ 
lim | f(x ) = g(x )] = lim f(x) + lim g (x)‏ ° 
‘lim [ c f(x) ] = c lim f(x )‏ 
SESS MIRE E)‏ 
jim If(x) /g(%)] = lim, f(x) / tim g (х), Штард» 0)‏ ° 


lim (x+2)= lim x +lim 2 
х- 3 х- 3 х- 3 


= 32-5 


2 
гаг lim x? =[lim x] = تج‎ 
Х-а Х- a 


Ө im ردخم‎ [um 023) 1 
-[ jim x + jim 3] 


اس 
125= 


lim (х2-3х) = lim х2 +lim 3x 
х--1 ۲-۰-1 ۰-1 


= (-1)+(3(-1)) 
= 1-3 = 2 


аг 
ь 


. ان امكن‎ эхэ 1,4х)-1х-1|/х-1 о 
lim f(x) 


x 


x-1 /x-1 = 1 


(-1) / x-1 = -1 
jim, f(x) = ljm,1 = 1 = L, 
Үр f(x) = Jim -1 = -1 = L, 


. L + L, جه‎ lim х) غير موجودة‎ 


lim f(x) Ө ӚН 0 
69 г) = tim (х2+4 ) = 4+4 = 8 


lim (х2+4)- 1+4 = 5 = L, 


6۵۲۵ = Í 


lim (5 x)= 5x1 = 5 = L, 


الغاية موجودة 5 = L, < іт f(x)‏ = پا 


x—1 


= lim (х? +ах +a? ) 


= 2 +42 + а? = За? 


اذا كانت 


b,ce R ХАД جد‎ lim f(x) = 11 اذا كانت‎ 


الحل : 


lim f(x) 


lim, f(x) = lim х )= 11 
іт, (х) = lim (-25)-6-4-06-4-11-6с-15 
lim f (х) = іт (Юх? +3) = 4b + 3 > 4b+3 = 11 > b = 2 


х- 2 


]5-3[ غاية الداوال الدائرية limit of circular function‏ 
لقد تعلمت ان الدوال الكثيرة الحدود مستمرة عند اية نقطة من نقاط مجالها في هذا البند سنتناول 
دراسة غايات ومشتقات الدوال الدائرية ونبدأ بايجاد 


lim sin(x / x) 


مبرهنة )1( : 


cb < cd طول القوس‎ < dh 


= sin x < x > tan x 


البرهان : 


= 1/sin x > 1/x > cos x / sin x (sin x ( بضرب طرفي التراجحة ب‎ 


= 1< sin(x / x)> cos x 7 


> lim 1 > lim sin(x / x) > lim cos x 
: ` š 
= 1 < lim sin(x / x) > 1 


7 lim sin(x / x)= 1 


الشکل )5-5( | 


مبرهنات غايات الدوال 3,441 


lim sin x = 0‏ ۔ 
х-0‏ 


. lim cos x = 1 
х-0 


lim tan x = 0‏ ۔ 
0-× 


: lim sin x/x = 1 


. lim sin ax/ ax = 1 
х-0 


. lim tan a x / ax = 1 
1-с05Х - و‎ 
x 


نم D‏ ډیا + ها чё‏ 


. lim 
-0 


x 


115. 


-1/4 lim sin 3x /x 


- ونا 4 د‎ sin 3× / 3x = 3/4 x 1 = 3/4 


۱ sin? 4х 
ip 
7 x tan 2х 


sin 2 4x 


х2 


х їап 2х 
х2 


_ 4х1х4х1 
2х1 


lim sin 3x / 4x 


tan 4x + tan 3x 


sin 5x 


lim 


Х- 


tan 4х + tan 3x 


x x 
ртт x يقسمة السط و المقا‎ 
sin 5х (х) بسط والمقام على‎ : 


(4x1 + 3x1) 443 ے‎ 


اك 
5 5 51 


lim )1- Чсов2х)/х2 
: الحل‎ 
( 1-/со52х ۳ 1+,/соѕ 2х 


= lim 
КУ х? 1+ /соѕ 2х 
: )1- соѕ2х) 
= |i = S  гтДч,игээ 
| 59 ×2 )1+ /cos 2х) 
5 2 sin? x 
= lim 


Е (1+ /сов 2х) 


. Sin х . Sin x 
lim . lim 


х—0 


x x 1 x 1 


lim ( 1+Vcos 2x ) 1+1 


РЕА (5-1) تمارین‎ AN حسی‎ 


9 جد الغاية لكل مما يأتي: 


Т پ٢‎ ES 
“5 (х-3) (2x - 2) 


х? = 2x = 3 
@ıim (3x - 4) ЕЕ 
x—1 x2—9 


ا وی انتک و 


(х-5 -3 
f: R ¬ R ۰: ان‎ @ 


f(x) -1х-1| حیث‎ іт f(x) جد‎ 


БВ-8В: © 


اذا كانت 1- < x‏ 

اذا كانت 1- > × 

اذا كانت х--1‏ 
® ارسم المخطط البياني لهذه الدالة 
® هل للدالة غاية عند 1 - بين ذلك ؟ 


imi) + @ 


اذا كانت х»-1‏ 
х--1‏ 
اذا كانت x<-]‏ 


اذا كانت 3 = іт f(x)‏ جد قيمة R‏ € ط , a‏ 


g(x) = 3х2 + 2х — 3 اذا كان‎ 
f(x) = x2 + 6 

їт( g/f) (х ) 

lim (g . f) (x) 


х-0 


جد الغاية لكل مما يأتي : 


а w 


]5-4[ الاستمرارية  continuity‏ 
تكون الدالة مستمرة عند x = b‏ اذا حققت الشروط الثلاث التالية : 


Ф: معرفة‎ 
Ө) موجودة‎ 


Өт) = f(b) 
مستمرة اذا كانت مستمرة في جميع عناصر مجالها ۔‎ f يقال للدالة‎ 
جج‎ 
4» 
. اثبت ان )312 مستمرة‎ f(x) = 8 — × - 2 ×2 اذا كانت‎ 


الحل: 


۷ bER 
lim f(x) = lim (8 — x° - 2x°) 
1 = 8 — bš - 2b2 
f (b) = 8 - b: - 27 
. lim f(x) = f(b) 
تمثل کل عنصر من عناصر المجال‎ b لکن‎ x = b الدالة مستمرة عند‎ 7. 
۷ x € R مستمرة‎ f (x) 
مستمرة‎ f(x) .. 
8” 
45 
نلاحظ من الشكل المجاور:‎ 
x = 0 غير معرفة عند‎ | 
x = 0 ے الدالة غير مستمرة عند‎ 
f(1) = 6 , lim f(x) - 30 
lim f(%) = f(1) 
x = 1 الدالة غير مستمرة عند‎ .. 
lim f(x) = im ix) © 
x = 3 الدالة غير مستمرة عند‎ .. 


s | "о. 


يقال للدالة ۴ مستمرة عن يسار b‏ اذا كانت معرفة عن يسار b‏ ,اذا حققت : 
1іт х) = f(b)‏ 


0 


يقال للدالة f‏ مستمرة عن يمين b‏ اذا كانت معرفة عن يمين D‏ ,اذا حققت : 
!im f(x) = f(b)‏ 


يقال للدالة f‏ مستمرة على الفترة المغلقة [a,b]‏ اذا حققت ما يأتي : 
. الدالة مستمرة عن يمين 8 وعن يسار b‏ . 


نثبت ان الدالة مستمرة عند 2 = × 
қ) -(2) + 2 - 6‏ 


іт (x + 2) = 4 + 2 - 6 با<‎ 


x—2 
E 
lim (8 - х) = 8-2 = 6 = L 


.. lim f(x) = f(2) 


x = 2 مستمرة عند‎ Ё. 


121: 


f(a) = a? + 2 
іт (х2 + 2) = a? + 2 


"а 


.. الدالة مستمرة عند а‏ = × 


V X < 2 الدالة مستمرة‎ . 


.'. الدالة مستمرة عند a‏ = × 


.. الدالة مستمرة 2 > × V‏ 
الدالة مستمرة عند 2 = ¿X‏ عند 2 > (X‏ عند 2 > x‏ 


'. الدالة مستمرة في R‏ 


مثال 4: اثبت ان الدالة f(x) <۷1- X°‏ مستمره على الفترة المغلقة ]1 , 1-]. 


الحل : 
)1( واضح أن الدالة f‏ مستمرة على الفترة المفتوحة )1 , 1-) وذلك لأنها مستمرة في كل نقطة من 
نقاط هذه الفترة . 
فمثلا لو اخذنا 0 = x‏ فإن : 
x” =lim ү1- x” =1= f(0)‏ -1/د lim‏ 
х 0* x— 0‏ 
)2( الدالة f‏ مستمرة عن يسار النقطة 1 = × وذلك СОУ‏ 
іт /1- x” 20 = f(1)‏ 
الكت 
)3( الدالة f‏ مستمرة عن يمين ААШ‏ 1- = × وذلك لأن : 
)1 -(# = 0= تير -1 ہنا 


*1- مير 


03 تكون الدالة f‏ مستمرة على الفترة المغلقة [1,1-] . 


Ул» “2 (5-2) تمارين‎ E 
а 


ابحث استمرارية الدالة عند 1 х= -1,х=‏ 


х = 2 ? А 
х= 2 ابحث استمرارية الدالة عند‎ 


© اذا كان ابحث استمرارية الدالة على © . БЕ-В‏ 


f(x) = | 2x - 6 | 
سن‎ ® 


х? + 1 2ج‎ 


Е , x<2 
4 x= 2. 


ابحث استمرارية الدالة عند 1- = ۲ , 2 x=‏ 


ابحث استمرارية الدالة عند 3 x=] ,x=-3,x=‏ 


® اذا كانت الدالة مستمرة عند 1 = × , 5 = (1-)4 + 


)0 الفصل السادس © 
Chapter 6‏ 


The Derivative المشتقات‎ 


* نبذة تاريخية 
*[ 6-1] التفسير الهندسي للمشتقة . 

٭[ 6-2] تطبيقات فيزيائية على المشتقة ۔ 

°] 6-3] قواعد المشتقة . 

*[ 6-4] قاعدة السلسلة . 

°] 6-5] معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس . 
*[ 6-6] الإشتقاق الضمني . 

°] 6-7[ مشتقات الدوال الدائرية ۔ | 


المصطلح ХАД‏ أو العلاقة الرياضية 


Tf(x+ A x)- f(x) 
АХ 


f (x)= Lim f(x) مشتقة الدالة‎ 


- ترکیب الدالتین‎ 
(fog) (x) = f(g(x)) f(x) , g(x) 


)@ الفصل السادس © 


المشتقات The Derivative‏ 
نبذة تاريخية : 
إن أهم الاكتشافات الرياضية في القرن السابع عشر هي اكتشاف حسبان التفاضل والتكامل 
من قبل اسحق نيوتن وكوتفريد وليم ليبننتز الذي بهذا الاكتشاف وصلت الرياضيات الى مستوى 
متقدم › ويكون عندها انتهاء تاریخ الرياضيات الاولية بصورة رئيسة. 
وقد ظهرت في البداية فكرة التكامل وذلك مع ايجاد مساحات مناطق وحجوم اجسام واطوال اقواس 
معينة ء ثم وجد التفاضل بعد فترة من علاقات المسائل على مماسات لمنحنیات» ومع АША)‏ حول 
القيم العظمى والصغرى للدوال. وقد لوحظ اخيراً بان هناك علاقة بین التكامل والتفاضل وانهما 
) عمليتان عكسيتان. 
/ وسنتناول في هذا الفصل مفهوم ” الإشتقاق “ من مسألتين شغلتا اهتمام الرياضيين الاوائل في القرن 
السابع عشر ومنهم АДАЛ‏ الالماني لیبنتز الذي نشر بحثأ وذلك في سنة 1684 للمیلاد ‹ تطرق 
| فيه الى مفهوم مشتقة الدالة وقد عرٴفھا بميل المستقيم ( غير الموازي للمحور الشاقولي) اي 
ان المسألة الأولى التي سنتناولها تتعلق بالمماس للمنحني عند نقطة عليه. والمسألة الثانية فهي 
فيزياوية تتعلق بحركة جسم في خط مستقيم. 
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[ 6-1] التفسير الهندسي للمشتقة 


لتكن b(x,,y) . а(х, у,)‏ من نقط الدالة ۶ 
لیکن ab‏ قاطعاً لمنحني الدالة في (а)‏ و (b)‏ 


جه 2 
ab‏ يصنع زاوية قياسها Ө‏ مع الاتجاه الموجب لمحور السينات 


7125. 


n 90و القائم في‎ Дд 


cd = an 


т x ban =m = bme 


X, xj 


x + Ax 


جع ه»ه 
= ميل Тап Ө = ab‏ 


اذا تصورنا بأن نقطة b‏ (أخذت بالأقتراب) قرباً كافياً من النقطة 2 لوجدنا A x‏ اخذت تتقارب من 


عدد صغير جداً جداً حتی كادت ان تكون b‏ هي 2 فان 0 — Ax‏ 


f(x, + Ax) f(x )‏ 
فيقال لمثل هذه الحالة بانها الغاية للدالة سس Ax—0 La‏ 


أو بتعبير رياضي : - 


ان هذه الغاية إن وجدت فهي تمثل المشتقة عند النقطة ( (X. , y,‏ وهي تساوي ميل المماس 
عند النقطة ويعبر عنها باحدى التعابير الاتية : 


— 


يصح لنا القول ان المشتقة عند نقطة التماس تساوي ميل (Slope)‏ المماس ШАР‏ . 


ملاحظة : 
التماس في المنحنيات يختلف عن مفهوم التماس في الدوائر.كما في الشكل(3- 6) 


Ax 
)2 + A x) +5 (2 + A x )+3 -7 
Ax 


= Lim 
АХ-0 


4+4 A x! ( A x )2+10 +5 А x-14 


Ф 


جد : (1) f‏ باستخدام التعریف . 


x > -3 


/1+۵×+ 3 2 


Ax 


V 4+Ax - 2 М4+ Ах +2 


х 


Ах ل‎ 4+Ax +2 


4+Ax - 4 


° Ax( جل‎ +Ax+ 2) 


جد f(x)‏ باستخدام التعریف . 


{х +Ax) f(x) 


3х-3х-3Лх 
Х(Х-АХ) 


]6-2[ تطبیقات فیزیائیة على المشتقة 


S (t) = P (t) = الازاحة = البعد عن موقع بداية الحركة‎ (Displacement ) 
V (t) =(Velocity)ûع‎ , 4) 
g (t) =(Acceleration) التعجیل‎ 


السرعة الانیة 


3 ۱ 
x‏ 
یھ | 
جسم يتحرك على خط مستقيم وفقا للقاعدة 
p(t) = 3t + St + 8‏ = 5 
حیث (t)‏ م الازاحة بالامتار والزمن t‏ بالثواني ء جد سرعة الجسم الانية باستخدام التعريف . 
7999-0 

V(t) = p (t) = Lim 


АК-0 


At 


3(t+At)2 +5(t+At)+8 - )38 + 5t +8) 


At 


30 +6tAt+3 (At)2+ Str SAt+8- 30 – 51-8 


At—0 At 


At (6t + ЗЛЕ + 5) 
= Ш —— nn 6+5 Ц Ам السرعة‎ 
At—0 At 


© 


لتكن АР на v(t)‏ جسم بالامتار على الثواني حيث : 50 +126 - 30 = (۷)۵ 


جد : 9 سرعة الجسم في نهاية 3 واني الاولى من بدأ الحركة . 
@ جد السرعة عندما التعجيل = صفر 
الحل : 
а‏ 
v (3) = 3(3)2 – 12 (3) + 50‏ 
50 + 36 – 27 = 
السرعة في نهاية 3 ثواني الاولی م/ثا 41 = 


: — ۱ 130 


v (t+ at) -v(t) 
At 
3 (t+ at) - 12 (t+ 2t) + 50 - (3t - 12t + 50) 


At 


6t At +3(At j-12 At 


At 


Lim (6t + 3 ^t - 12) 
At—0 


v(2) = 3 )2(2 - 12 (2) +50‏ 
50+ 24 - 12 = 
ملاحظة : 
يقال للدالة(0قابلة للأشتقاق x xe (ОйтегепіаЫе Function)‏ اذا آمکن (х) Хэл‏ آویمکن 
القول اذا وجد مماس وحید للمنحني عند х‏ =× تکون الدالة قابلة للاشتقاق عند × = × . 
وتکون الدالة قابلة للاشتقاق اذا كانت قابلة للاشتقاق من جمیع عناصر مجالها . 


يمكن أن يصاغ التعریف : الدالة f (x)‏ قابلة للاستقامة عند النقطة 


الدالة( f (x‏ قابلة للاشتقاق عند النقطة 
x € (a,b)‏ اذا تحقق الشرطان الاتیان : 


)1( الدالة مستمرة فی [ [a,b‏ 


)2( النهاية موجودة —-..>>— —— Lim‏ 


يمكن معرفة قابلية الاشتقاق من التمثيل البياني لبيان الدالة وكما في الاشكال الاتية : 


لت 


في الاشكال الاربعة اعلاه: 

شكل (a)‏ : الدالة قابلة للاشتقاق لانها مستمرة ولا تحوي حافات حادة واي مماس يرسم للمنحني 
في اية نقطة لا يوازي محور الصادات . 

شكل (): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لوجود حافة حادة. 

شكل (ع): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لان المماس عند 0 = × رغم انه وحيد А)‏ 
برای مخون الصادات فلا میل له : 

شكل (0): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لانها غير مستمرة عند 0 = × . 


لتكن 
f:R—R‏ 
اذا كانت 1 > x2 + 3 x‏ 
- 
اذا کانت 1 < × 2+ ×2 


0 رسم المخطط البياني للدالة ۴ ء اثبت انها مستمرة عند 1 = × 
)20 الدالة ۶ قابلة للاشتقاق بين ذلك ؟ 


7 : الحل‎ 
x < 1 у= f(x) =× 3 | 

x y 

1 4 

0 3 

-1 4 


Lim f(x) = f(1) . 


x= 1 مستمرة عند‎ f 2. 


(1 +Ax)2 +3-4 


Ax 


1+2 Ax+(Ax)2-1 


۰ ] قابلة للاشتقاق عند 1 = x‏ 
ج. عندما 1 > x‏ 
Уа >1‏ 
Ax‏ 


(a +Ax)2+3-(a2+3) 
Ax 


a*+2aAx+(Ax2 -3-а2-3 


х-а قابلة للاشتقاق عند‎ f 


Va>1 , x> 1 عندما‎ 
2(a+Ax)+2-(2a+2) 


Ax 


2а-2Лх-2-2а-2 


الدالة قابلة للاشتقاق عند х-а‏ 
الدالة قابلة للاشتقاق 1 > V x‏ ( الدالة قابلة للاشتقاق1 < V x‏ ) 


۷ ۲ < 1 , ۷ ۶ > 1 ,х-1 قابلة للاشتقاق عند‎ зад 


۴ قابلة للاشتقاق . 


توا 


Ё:8-8 


اذا كانت 2 x>‏ 


اذا كانت 2 > x‏ 
® هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 2= × 
® ہل الدالة مستمرة عند 2= × ° 


2-Ахр-3-(4-3 
a. Lim ( ) ( ) 
АХ-20 


Ax 


4+4Ax+(Ax)2+3-7 
Lim — ہہس سس‎ 
AX—'0 


Ax 


7 الدالة قابلة للاشتقاق عند 2 = x‏ 
с.‏ الدالة مستمرة عند 2 - × ( اذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند نقطة فانها مستمرة في 
تلك النقطة ) 


ده 
чи...‏ 


| لکن العکس غير صحيح كما في المثال الاتي : 
аваз‏ 


f:R—R 


f(x) -1х-3| 
x = 3 على ان الدالة مستمرة عند‎ са 
؟‎ x = 3 للاشتقاق عند‎ ¿Lú هل الدالة‎ 


الحل : 


موجودة 0 


(3)؟ = 


.2 الدالة مستمرة عند 3 = х‏ 


L,‏ = پا 
الدالة غير قابلة للاشتقاق عند х-3‏ 


من المثالين السابقين يمكن استنتاج المبرهنة الاتية والتي سنقبلها بدون برهان . 


المشتقة الاولى = )09( 
dx‏ 


f(x+ Ax)-f(x) 


ميل المماس = 
Ax‏ 


لمنحني الدالة عند أي نقطة (x,y)‏ من نقطه . 


Эр 3143 43. f(x)=c сев لتكن‎ 


dy Цх)-0 فان‎ 


أي أن 0 = 
dx‏ 


2.6(х)=х" с 
١ ح م‎ R, x € \ )0( حيث‎ 


f(x) = пх"! فان‎ 


]6-3[ قواعد المشتقة 


١ 


اذا اكانت كل من ۴ , و , h‏ دوال قابلة للاشتقاق عند × وكذلك R‏ € © 


f ومو = وم‎ ۰۳۸۵ 
f(x) = g(x) h(x) + h(x) (х) 


مشتقة حاصل ضرب = الدالة الاولى × مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية × مشتقة الدالة الاولی 


7 


fo) = (3-2х- xš) (2х7-5) 


f(x) = (3-2х -х9) (14x°)+ (2х? +5) (-2 -5۵( 


المقام × مشتقة البسط - البسط × مشتقة المقام 
مشتقة حاصل قسمة دالتين = 


اک 
| 
ماق 1+ х2+3х‏ 
جد f(x)‏ ل ——ə—‏ سے f(x‏ 
х? + 5‏ 


(х2+5)(2х+3)-(х2+3х+1)(2х) 


(6+5): 


(f (х)) = Lim فا‎ 


dx Ax 


اذا كانت هذه الغاية موجودة تسمی المشتقة الثانیة للدالة f‏ بالنسبة الى × ویرمز لها بالرمز: 


(109 ( 


وبالطريقة نفسها تعرف المشتقة الثالثة والرابعة 


122 


1411 


(1—x)°‏ حلا 
у = 3(1-x)2 (-1)‏ 
у = -3 (1-х)>‏ 


х=2 عند‎ 

7 у=-3(1-2)2=-3 
у= -6 (1-х) (-1) 
у= 6(1-х) 

х=2  امدنع‎ 


у-6(1-2)--6 


х-2 عند‎ y , y لاجد‎ = (1—x) اذا كان‎ 


الحل : 


ےمحوص АУ,‏ تمارین (1- 6( سس Ул»‏ 


۴)1( باستخدام التعريف جد‎ f(x)=3 
. جد اوسع مجال الى الدالة ومشتقتھا‎ g (x)= хе 


© "2 - )۴ حيث 1 + X‏ جد باستخدام التعریف(2)؟ 


9 ابحث استمرارية وقابلية الاشتقاق لكل من الدوال التالية عند قيم × التي أمامها : 
Фф‏ اذا کان 2 < x2+1 x‏ 
f(x ) Ї‏ 


7-х x> 2 اذا کان‎ 


x=2 عند‎ 


1 х? × -l اذا كان‎ 5 


-2х -1 x >-1 اذا كان‎ 


x = -1 
a,b є 5 +@ 
х2 +5 × < 1 اذا كان‎ 


ax +b × > 1 اذا کان‎ 


اذا كانت قابلة للاشتقاق عند x=1‏ 


f:R—R 
fx) = ۱2-۱ 
.×=3 هل الدالة قابلة للاشتقاق عند‎ 


© باستخدام قواعد المشتقة جد المشتقة الاولی لكل مما يأتي ازاء العدد المؤشر امامها :- 
عند 3х2 + 5х + 8 х=]‏ = :0 


х لو‎ 3 


4 


x2 +3 


х2-1 


ھی ۳ - 6۵:0 


(к - x) 


.x=1 جد ۷ , ۷ عند‎ у = 3) 3 +5 


Chain Rule السلسلة‎ 35543 [6-4] 


у= Қп) пше قابلة للاشتقاق‎ | 
n=g(x) x للاشتقاق عند‎ ¿LÚ و‎ 


dy qn 
--- х 
dx dn dx 


dy 


060 


اذا كان كل من 5+ у= Зп?‏ و 3+ п=4х‏ 


dy 


dx 


= 6n (4) 
=24n 
п = 4х+3 
.. = 24 (4х+3) 
= 96х + 72 


у =3п2+5 في‎ п Аад حل آخر : نعوض عن‎ 
> у= 3 (4х +3( +5 


`. y = 6(4x+3)(4) 


dy 
'. — = 24 (4х+3) 


dx 
= 96x+72 


(92 
у = п) п للاشتقاق عند‎ ¿LU f 
× = о(п) п و قابلة للاشتقاق عند‎ 


dy 


dx 


o) 


у= 2م‎ + Зп +2 اذا کان‎ 
n = 2х +1 

ау 

ах 


x = 2 Кіе 


š الحل‎ 


6 
= 8х +4 6 
= 8× +0 


x=2 عند‎ 
dy 
۰. —— = = 16 +10 = 26 
dx 


| | .3 
إذا كان f(x)‏ (×)و کلاھما قابلة للإشتقاق عند X‏ 
(fog)(x) = f(g(x)) “Үй‏ 


(fog)(x) = f(g00)) 9 : وان‎ ٠ 


16-51 معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس 


نعوض ЗА‏ ,× في 2416 نحصل على ,۷ (لان ( ۲0 (ху, y ( А {у=‏ نعوض 
х,‏ في المشتقة الاولی نحصل على ميل المماس عند تلك النقطة . 
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جد معادلة المماس للمنحني 4 f(x) = (3-х2)‏ عند 2= × 
الحل : 
٩ =‏ )3-4( = )2 


16×- 32 = ۷-1 
16x - ۷ - 32 + 1 < 0 
16x - у - 31 - 0 


رھ 


جد معادلة المماس والعمود على المماس للمنحني 1(5 -×2) = х)‏ عند 1 х=‏ 
الحل : 


2-1)5=1( 
نقطة التماس 781 
ميل المماس في اي نقطة )2( (1- f(x) = 5 (2х‏ 
(2х-1)*‏ 10 = 


میل المماس فی نقطة 0 = :)2-1( 10 = )1 
التماس 
у-1‏ 
= 10 
x- 1‏ 


10× -10 = ۷-1 


1+ ×- = 10- 10۷ جه 
х-10у-10-1‏ 


10у-х-11-0  دومعلا معادلة‎ 


تب 


جد معادلة المماس تمنحنيالدالة ) y =(fog)(x‏ عند 1-× اذا كان 


(fog ) (x) = f ]9)×([ 
-3/3х 55. 
.. у= 3/3 +5 


ميل نمماس في نقطة انتماس 


= x-1 = 4۷ -8 
х-4у +7 =0 


3 


[6- 6[ الاشتقاق الضمني Implicit Differentiation‏ 
حين تکون ۷ دالة معطاة في × أي у= ЦХ)‏ ء فیقال ان الدالة صريحة ویسمی × بالمتغیر 
المستقل بینما y‏ بالمتغیر التابع ۔ ү‏ 


у? = 25‏ +× معادلة دائرة وهي ليست دالة . 
لین X у? = 25 - ж?‏ 
х?‏ - 25 0+ ۷ شكل (6-6) 


فلو رسمنا 2× - 25 у= V‏ لوجدنا انه یمثل نصف الدائرة الاعلى كما في الشكل (6-7): 


Y 


شكل( 6-7( 
8 


-5 5 X 


وكذلك 2× - 25 - у=‏ وهي تمثل نصف الدائرة الاسفل 2544 )6-8(: 
ولكل من العلاقتين : ۸ 


у= - ل . 2«- 25 لو‎ = 25 - х? 


یمثلان دالة مجالها = [5,5-] 


أي أننا عرفنا دالتين ضمن العلاقة 25- ۷2+ 2× والتي كما اسلفنا لا تمثل دالة يقال لكل من 
х2 . у= \/25 - х?‏ - 25 كي - دل Алаа Ма‏ 
ولایجاد مشتقة :А‏ لتکن у= х)‏ 


7152. 


x2 + (f(x)) 2 = 25 


2х + 2 (00) f(x) =0 


ھا 


جد معادلة المماس للدائرة التي معادلتها 25 = ۶+ х!‏ عند النقطة )4 , 3-) 
الحل : 


3 
4 


x+3 


3x +9 = 4y -16 
3x - 4۷ +25 = 0 


جک 


اذا كان 10 = +y2‏ 2× اثبت ان : 


الحل : 


| OF) 


جسم يتحرك على خط مستقيم وفقاً القاعدة 3+5 +207 — t°‏ وو 
حیث ( p(t‏ الازاحة بالامتار٤‏ الزمن بالثواني . جد السرعة عندما التعجيل = صفر 


1 
السرعة 3+ 4 - ۲ 3) — = )( م 
3 


p (t) =2 t - 4 التعجیل‎ 

2t - 4-0 

† - 2-0 

1-2 

السرعة عندما التعجيل = صفر р )2( =4 - 8 +3 --1 с‏ 


O) 


لتكن (ا)۷ سم де ма А‏ جسم يتحرك على خط дл‏ 3]2-64+9 = ۷)0 
® جد السرعة عندما t=2‏ ثا . 
® جد السرعة عندما التعجیل = صفر ۔ 


: الحل‎ 
Ө `2) - 3)2(2 - 6)2(+9 
= 12-12+9 =9 уе 

Ө “(= 66-6 оа 
6t-6 = 0 
6t = 6 
٩ - 1 

السرعة عندما التعجيل = صفر سم/ٹا 6 = 3-6+9 = (۷/1 | 


— tz (6-2) تمارين.‎ АУ, лал" 


60: = (1+2x2+5x)2⁄2 : اذا کان‎ 
f(x) = 2× 


(gof) (0) : جد‎ 


©, = 03+36-5 


n 


= ап2+3п-7 كان‎ 13 
= 2х+1 


ААД جد‎ > 


3n2+2n+4 
= &n+5 


n= 1 عندما‎ 


إذا كان برد Ө‏ 
dy‏ 


dx 


اذا کان ху?-ух!-2‏ .6 


.. dy А 
(1,1) -- --1 اثبت ان‎ 
x 


® جسم يتحرك على خط مستقيم وفق القاعدة р()-240-149‏ 
حیث:( p(t‏ الازاحة بالامتار .4 الزمن بالثواني 
| جد سرعة الجسم بعد 2 ثا من بدء الحركة . 
| جد الازاحة عندما التعجيل = صفر. 


® لتكن v (t)‏ سم/ ثا تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم وان 
v(t)=t3-t2+5‏ 


جد السرعة عندما التعجیل = 8 سم у‏ 


® جد معادلة المماس لمنحني الدالة 
x2+ 3‏ | = (×)۴ عندما 1- =× 


х) = х - × : اذا كان‎ 10 
g(x) -42х-1 


: 1__ 
جع و > х‏ 
جد معادلة المماس للمنحني (fog)(x)‏ عند 4 = x‏ 


11 جد معادلتي المماس للمنحني x2+y2-5xy=15‏ عند 2- = y‏ 


ХА 


]6-7[ مشتقات الدوال )4.13 Dervetive of the Сїгсїаг funtions‏ 
عرفنا سابقاً ان المشتقة الاولی РАШ‏ عند a‏ =× هي : 


f (a+ Ax) - f (a) 


f) - إل‎ 


Ax 


ويمكن استخدام هذا التعريف لبرهان 


Ax 


sin Xx cos A X +cCOS x Sin A x - sin x 


Ax 


: —sin x (1-со5 A x) +cos x sin ۸ x 
lim ا‎ / 
AX—0 


Ax 


1 —cos Ax : 
— sin х lim 1-608 Ах + cos х lim 
АХ-0 АХ-0 


Ax Ax 


sin Ax 


= — sin x.0 + cos x . 1 


= COS X 


جا س هو X‏ 510 

جتا س هو COS X‏ 

tan x ظا س هو‎ tangent 
cot X س هو‎ Gb cotangent 


а 


Sec х اس هو‎ secant 


CSC X Ас» قتا‎ соѕесапї 


f(x) = cos x 


f(x) = — sin x 


القواعد الاخرى سنطرحها بدون برهان : 


= 6% > 


е. 5» 


d 7 
сої 8х = - csc? 8x . (8) ۰ > 
dx ۹ 


0 dy 


— — sec y = sec у tan y 
dx dx 


sec 4 4x tan 4x . (4) BE > 
sec 4х = sec 4x tan х . 
ах сэ? 


а 1 dy 
— сѕс у = - сѕс y со سس‎ 
dx У 7 5 dx 


۹ 
ے‎ esc 5х = —csc 5х сої 5x . 5 
dx 


f(x) = sin (7х2-4х-1 ) 
f(x): جد‎ 
х) = cos (7х2-4х-1)(14х-4) 
= (14х+4)соѕ (7х2+4х+1) 


f(x) = sin з[х ` 


f(x) = cos? 7х 
f(x) = (cos 7х)? 
f(x) = 3 (cos 7x)? (— sin 7x . 7 ) 


= — 21 cos 2 7x sin 7x 


f(x) = cos 3x - tan 5x + sec 4x 


f(x) = —3 sin 3x – 5 sec2 5х + 4 sec 4х tan 4х 


.40 
40ھ 


f(x) = 3 sin x + 4 cos x للدالة‎ x = 0 جد معادلة المماس عند‎ 
f(x) = 3 sin x + 4 cos x : الحل‎ 
1)0( = 3 sin 0 + 4 cos 0 = 0 + 4х1 = 4 


(0,4) نقطة التماس‎ 
3 cos x - 4 sin x 


3 cos 0 - 4 sin 0 


3x=y-4 


معادلة المماس 0 3х-у+4=‏ 


1 (х) = 3 (ѕес 5х)? (sec 5х tan 5х. 


= 15 sec? 5х tan 5х 


جسم يتحرك على خط مستقيم وفقا القاعدة: 26 3605 = p(t)‏ حیث( p(t‏ الازاحة بالامتار 
۰ الزمن بالثواني. جد السرعة عندما 0 = t‏ , جد التعجيل عند لل  -‏ . 
الحل : 
р( ) = -3 sin 2‏ 
21 6- = 


р(0) = -6 sin 0 = 0 т/ѕес {= 0 السرعة عندما‎ 


р (t) = -6 cos 21 2 
= -12 cos 1 
р = -12 cos 
( 7 ) 


= sin (5 - xš) @ y = ل‎ Sos (4х + 2) 
= x sec x2 4 y = sin 3x cos 3x 


Ө › 
Ө ٠١ 
© ,-' cor Ф مو ۔ رر‎ (+1) 
Ө › 


dy 
dx 


8 اذا كان 3۷ - Sinxy2= 4х‏ جد 


1 
Е ах – — sin? ах |- а cos: ах 
ах 
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© — 


222) 4 ѕіп х 


2 + وم‎ х )2 + cos x)2 


| جد معادلة المماس للمنحني ѕіп 2х +sinx‏ = ۶ 


® جسم يتحرك على خط مستقيم وفقاً للقاعدة 21 p(t) = sin 21 - cos‏ 
حيث (t)‏ م الازاحة بالامتارء t‏ الزمن بالتواني. 
جد كلا من بعد الجسم . سرعته وتعجيله عندما ۰ 4 / 11 t=‏ 

® اذا كان (t)‏ ۷ سم / ثا تمثل سرعة جسم متحرك على خط مستقيم حيث 
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1 
۷ (0) = 4815 + 8с05 
4 4 


جد السرعة والتعجیل عندما 1 t=‏ 


© الفصل السابع‎ о 
Chapter 7 


الهندسة الفضائية ( المجسمة ( Space Geometry‏ 


تمھید 


[7-1] عبارة أولية 

[7-2] العلاقة بين مستقيمين في الفضاء 
7-2-11( العلاقة بين مستقيم ومستوي 
[7-2-2] العلاقة بین مستويين في الفضاء 
[7-3] مبرهنة (1) 

[7-3-1] نتيجة 

[7-4] مبرهنة (2) 

]7-5[ مبرهنة )3( 

]7-6[ مبرهنة )4( 

]7-6-1[ نتيجة 

]7-7 ] تعامد المستقيمات والمستويات 
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[7-9] مبرهنة (6) ( الاعمدة الثلاثة ) 
]7-9-1[ نتيجة 


الهندسة الفضائية ) المجسمة ( Space Geometry‏ 


.- 1 
وچ جج 


سبق ان درست في الهندسة المستوية كلا من النقطة والمستقيم حيثُ رمزنا له ۸8 أو L‏ 
n‏ 


واستخدمنا الرمز АВ‏ للدلالة على قطعة المستقيم АВ‏ 

*والرمز|| 658 ]|| للدلائة على طول القطعة المستقيمة АВ‏ 7چر 
وسندرس مصطلح هندسي يدعى المستوي plane‏ وهو الذي لو أخذت عليه اي نقطتين ووصل 

بينهما بمستقيم لنطبقت جميع نقاط ذلك المستقيم عليه مثل زجاج النافذة » سطح المنضدة ء ساحة | 
وهو بلا حدود من جميع جهاته ويمثل على شكل مثلث ۰۲۲12۳0916 مربع ¿Square‏ مستطيل 

«Trapezoid شبه منحرف‎ .Parallelogram متوازي اضلاع‎ .Rectangle 

| دائرة «Circle‏ ...... ويرمز له (X)‏ أو (Y)‏ ويقرأ المستوي X‏ أو Y‏ كما في الأشكال الآتية : 


ПА. 710800 


ودرست العلاقة بین النقطة ) point‏ ) والمستقيم ) (line‏ التي يحويها مستو واحد كما درست بعض 
المجسمات مثل : 


متو از ی مستطیلات مکعب 


كما شاهدتها كالأجهزة المنزلية ( الثلاجة ء الغسالة ء المبردة ء التلفزیون › ...۰ ) 
وهي تمثل اشکالا هندسية ذات 3533 آبعاد وتشغل حيزاً من الفراغ وأن دراستها تسمی بالهندسة 
الفضائية وهي التي تدرس" العلاقة بین النقط و المستقیمات والمستویات التي یحویها الفضاء . 


لاحظ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الآتية: 
Ф‏ المستقيمات التي تمر بالنقطة А‏ 
Ф‏ المستقيمات التي تمر بالنقطتين 8 , ۸ معاً 
® المستويات التي تمر بالنقطة A‏ 

09- المستويات التي تمر بالنقطتين ۸ و 8 معا 


نشا 
Bay‏ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الآتية: 
® اذکر المستويات التي تمر بالنقطة А‏ 

| اذكر المستويات التي تمر بالمستقيم АВ‏ 


۰ 


2 


۲۶ ۳ 


لاحظ الشکل الاتي للاجابة عن الاسئلة الاتية: 
ку |‏ مستقیماً یمر بالنقطة N‏ 
| اذكر مستوياً يمر بالنقطة N‏ 
® اذكر مستوياً یمر بلنقطتین N‏ , ۸ 
хэ ®‏ مستوياً یمر بلنقاط N‏ , ۸ , 8 
| اذکر اربع نقط ليست في مستو واحد 
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مما سبق نستنتج : 
[7-1] عبارة اولية : 


لكل ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة Non - collinear‏ يوجد مستو واحد فقط 


(وحيد) يحويها 


ومنها نحصل على : 
® لكل مستقيم ونقطة لا تنتمي اليه يوجد مستو وحيد يحويها. 


۲ 


ú 
کل مستقيمين متقاطعين یوجد مستو وحيد يحويها.‎ 
2 (4 


اج لكل مستقیمین متوازيين يوجد مستو وحيد يحويها . 


]7-2[ العلاقة بين مستقيمين في الفضاء: 
0 المستقيمان المتقاطعان Intersecting Lines‏ : اللذان يشتركان بنقطة واحدة فقط وهما فی 


مستو واحد 


1 


اج المستقيمان المتخالفان lines‏ 5160۷۸ : اللذان لا يمكن ان يحتويهما مستو واحد ( اي انهما 
غیر متقاطعین وغیر متوازیین ) 


ь.‏ اطہ: 
من КА‏ المجاور نلاحظ АВ , ОН‏ متخالفين: 
0 ذکر ثلاثة ازواج من المستقیمات المتخالفة. 
3 اذکر ثلاثة ازواج من المستقيمات المتوازية. 
| اذکر 226 ازواج من المستقیمات المتقاطعة. 


11 7-2[ العائقة بيع مستقيم رفستر ی ۰ 
0 المستقيه الموازی للمستوى : ا لم شرك بعد بايا تقظة أو كان مخٹوی فيه 


-»—< — — 
АВ // 00 , AB п (X) = 2 ABC (X)‏ 
ӘӘ‏ المستقيم القاطع للمستوي : اذا اشترك معه بنقطة واحدة فقط 


A 
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7-2-21( العلاقة بین مستویین فى القشاء 
® المستويان المتوازيان : اذا لم يشتركا بأية نقطة 


© المستويان المتقاطعان : اذا اشتركا بمستقيم واحد فقط 


<— 


(Х) م‎ (Y) = АВ 


نلاحظ انه اذا اشترك المستويان بنقطة فانهما يشتركان بخط مستقيم يحوي جميع النقاط المشتركة 
بين المستوين المتقاطعين ويسمى ( مستقیم التقاطع ( ويكون محتوى في كليهما 


® التساوي : إسمان لشيء واحد. 
@ کل مستقيم يوازي نفسه. 


مما تقدم 1 نستنتج: 


0ا توازى مستقيمان فالمستوي المار باحدهما ونقطة من الاخر فانه يحويهما 


| المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر. 


° 2 
z 3 - 
AB // CD 
. وت‎ F E 
E في‎ (X) يقطع‎ AB # z x 
> 2 — 


.F في‎ (X) يقطع‎ CD / / 


| توازی مستويان فالمستقیم المحتوى في احدهما يوازي الاخر 


(2) 200) 
АВ 00 
“AB //(Y) 


Бэь хиих ий <— 
AC // DF 
BD// EG 


сана 15 m <3 
m >> 2+07 >> 3 =180 , (х) //(Ү) 
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Theorem : (1) مبرهنة‎ [7-3] 


ی ب — 


خطا تقاطع مستویین متوازیین بمستو ثالث متوازیین 


المطلوب اثباتھ : AB // СО‏ 
البر هان 


— کب 
(مستقیم التقاطع يحوي جمیع النقاط المشتركة ۳ )2( АВ C(X) , AB c‏ 
بين المستویین المتقاطعین) 


سس — 
في (Z)‏ اذا لم يكن АВ // CD‏ فسوف یقطعه في نقطة مثل E‏ 


(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة یو و Ес АВ с‏ 
بين ال تويين المتقاطعين) ٦ر‏ — 
(لاشتراکھما في نقطة Є (X) n (Y) (E‏ 
وهذا خلاف الفرض حيث (X) // (Y)‏ 
اذن AB‏ لايقطع CD‏ 


— 
(يتوازى المستقيمان اذا وقعا في مستو واحد وغير متقاطعین) AB // СО‏ .` 


و . شب .م 


1⁄1 


1 


[7-3-1] نتيجة (1): 


المستقیم الذي يقطع احد مستويين متوازيين يقطع الاخر ایضاً 


المعطيات: AB ۰ (0) // (Y)‏ يقطع (×) في 8 
المطلوب اثباته: AB‏ يقطع (Y)‏ 


E € (Y) البرهان: لتكن‎ | 


 ——-‏ و 


(يمكن رسم مستقيم مواز لاخر من نقطة لا تنتمي АВ// ЕМ (А0‏ نرسم 
3 ۱ سب 5 - ..- 
نعين (Z)‏ بالمستقيمين АВ, EF‏ ( يتعين مستو وحید بمستقیمن متوازيين) 3 


< 


ЛЭГ‏ . ےھ 
( خطا تقاطع مستويين متوازيين بمستو ثالث متوازیین)۴5 EM//‏ 


М في‎ (Y) АВ اذن‎ 
а. —А . و‎ 
Theorem : (2) مبرهنة‎ [7-4] 


ММА م‎ 


اذا توازی مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما يوازي الاخر 


AB // CD , CD c (X) < > 


АВ //(Х) 


ع ه». 
البرهان: اذا كان AB‏ لايوازي ( (X‏ فيقطعه بنقطة مثل E‏ 
0 یه هه 
(معطی) ГАВ // CD‏ 
А Ге 5 ñ : 8‏ -9--- 
(المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر) .'. (X)‏ یقطع CD‏ 
جه 
وهذا خلاف الفرض لان( ×) CD C‏ 


e 
(X) لايقطع‎ АВ اذن‎ 


— 


AB // (X) 


Theorem (3) مبرهنة‎ [7-5] 


A 
چ‎ 
N 2 ع۸‎ K البر هان: لتکن‎ 
0 )×( بالمستقیم ا ونقطة ۸ نعین‎ 


[یتعین مستو وحيد بمستقيم ونقطة لا تنتمي اليه | 
< 
ان تم یکن K C (X)‏ فسوف يقطعه في A‏ 
5 . 
(X)‏ يقطع ۴۸ وهذا مستحيل 
( المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر ) 
Бэ жишин ий —‏ 
(X).‏ ان لم يكن L // K‏ .فیقطعه في نقطة مثل M‏ 
ينتج وجود مستقيمين مرسومين من M‏ يوازيان R‏ وهذا خلاف الفرض (عبارة التوازي ) 
ده — 
اذن K‏ لايق L‏ 
ذن K‏ لايقطع 


Theorem :)4( مبرهنة‎ 17-61 


مستقيم تقاطع مستويين يوازي کل АМАА‏ محتوی في احدهما ويوازي الآخر 
جه 
(Y) = AB‏ م (X)‏ 
جه جه 
CD c (Y), CD // (X)‏ 


ج بے 
АВ // CD‏ 


البرهان: 


ее 
, هام‎ // (X) (معطی)‎ 


— — لبه 
في (Y)‏ لو كان CD‏ یقطع АВ‏ لننتج ان CD‏ يقطع (X)‏ 
(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة بین المستويين المتقاطعين) 
وهذا خلاف الفرض حيث 


[7-6-1] نتيجة )1( 
اذا وازى مستقيم مستويا معلوماً فالمستقيم المرسوم من 34 نقطة من نقاط المستوي موازيآ 


C ع‎ (х) ,AB // (х) 
ТО // АВ. 


CD c (х) 


х! |‏ هان: 

А . ї 4 4 | 

| ان لم يكن CD C (X)‏ فيكون قاطعا له في نقطه C‏ 
نے 

وهذا خلاف الفرض حيث AB / / (X)‏ 


` چ 7 
.. اذن (X) мал CD‏ بل محتوى فيه 


` 


كك 
۳۹ 
— 3 
يوازي كلا من المستقيمين المتوازيين 


المعطيات 
یه یه جه جه یه 
(Х) гэ (Y) = ЕЕ , AB с (X), CD C (Y) , АВ// CD‏ 
ب )43.2 

ہے مجے ہے 
EF // AB , CD‏ 

: البرهان‎ 
یه یه‎ 
АВ // Ср (معطی)‎ 
جم‎ 
CD c (Y) 

" : ۲ 7 РЕВ 
— 
ГАВ С (X) (معطی)‎ 
> — Z ا‎ 23 
ГАВ // EF مبرهنة (4)مستقيم تقاطع مستويين يوازي کل‎ ( 
مستقيم محتوى في احدهما ويوازي الآخر)‎ 
جه مج ے‎ : 
CD // EF ) المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث متوازيان‎ ( 
شس .م‎ . 4 
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کک تمارین )7-1( RA‏ ےم 


1 / اي من العبارات الاتية خاطنة واي منها صائبة وبين السبب : 


۳ چ سولهم 

أ - اذا کان АВ//(Х)‏ فیوجد مستقیم وحید يوازي АВ‏ ومحتوی في .(X)‏ 

ب - یوجد مستو وحید مواز لمستو معلوم . 

ج - المستقیمان الموازیان لمستو واحد متوازیان . 
Импорт‏ فان kasta‏ موازيا “kal aaa‏ 

ه - المستقیمان المخالفان لمستقيم ثالث متخالفان . 

أو - اذا كان (X)‏ ء (Y)‏ مستويين غير متوازيين فانهما يتقاطعان بنقطة واحدة . 

ز - اذا كانت -(А,ВусЗА , 8 > (X)‏ 00 م ТАВ‏ 

C ۳‏ - کل مستقيم يمكن ان يمر به عدد غير منته من المستويات . 

۲ ط - عدد المستويات المختلفة المارة بثلاث نقاط مختلفة ليست على استقامة واحدة هو (3) مستويات . 


ي - یوجد مستو وحید يحوي مستقیمین متخالفین . 
2 صحح ما تراه خطأ في العبارات الاتية : 
۳ 5 هم < 
Í‏ - اذا کان } KC 00.12 (X) = {A‏ 
1 < ——< 
فان کہ А є (Х) ё {А} = и‏ 
ب - يتقاطع المستويان المختلفان في مستو . 
: 
ج - اذا كان تقاطع المستقيم L‏ والمستوي() يساوي © فان (X)‏ // ا 
А‏ یچ تد 
د - اذا كان المستقيم L // (X)‏ فان Ln (X) = (A)‏ حیث(× )۸€ 
: و هم 
ه - اذا كان المستقيم K C (X)‏ فان ) 2Ф-К п‏ 
و - يكون المستويان متوازيين اذا اشتركا في نقطة واحدة على الاقل . 
ز - المستقيم المحتوى في احد مستويين متوازيين يقطع المستوي الآخر . 
ح - يكون المستقيم محتوى في المستوي عندما يشترك معه بنقطة واحدة على الاقل. 
ط - اذا توازى مستقيمان ومر بكل منهما مستو وتقاطع المستويان فان مستقيم تقاطعهما يقطع كلا 
المستقيمين . 
ي - اذا قطع مستو كلا من مستويين متوازيين فان خطي تقاطعه معهما يكونان متخالفين ۔ 
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а ۳ 


[7-7] تعامد المستقيمات والمستويات: 


5 


المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن 
ذلك المستوي 


» — > جه جه < < جه‎ 
OA, OB, ОС, Ор , OE , ... с (X) , L ۱ (X) 

< > < یه > < > < —— | 
فيكون: ..., L 1 OA, ОВ, OC, OD, OE‏ 
المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عمودياً على مستويها 


وهو الشرط اللازم والكافي كي يكون المستقيم عمودي على المستوي. 


وت 2 1 


c € ) او(‎ c © (X نقطة أما(‎ © | 


۱ ۲ —< ۰ چ 
' | .. یوجد مستقیم وحید مثل ا يمر من نقطه ‏ بحیث(2) 1 L‏ 


28 n (X) = (c) 
(X) غير عمودي‎ ۸8 
(X) مائل على‎ AB 


اڑا 


8 u 3 1 — 

AB суу‏ غير عمودي على (X)‏ اذا كان مانلا عليه أو موازیا له" 
يقال لطول قطعة المستقيم المحددة بنقطة معلومة وأثر العمود النازل منها على المستوي 
المعلوم [بعد النقطة المعلومة عن المستوي] 


(X) عن‎ A هو بعد النقطة‎ AB 
(X) وهو أقصر مسافة بين النقطة ۸ و‎ 


يقال لطول القطعة المستقيمة العمودية على مستويين متوازيين والمحددة بهما 
[البعد بين المستويين المتوازيين] 


ملاحظة: 


البعد بين مستويين متوازيين ثابت 
اذا کان (Х) // (У), АВ 1 (X), АВ 1 (Y)‏ 


АВ ۰‏ يمثل البعد بین (X)‏ ء (Y)‏ 
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المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عمودياً على الآخر 


1) 


АВ 1 (X) 
АВ 1 (Y) 


) المستویان العمودیان علی مستقیم واحد متوازیان 


AB 1 (х) 
AB 1 (Y) 


г ОХ) ЈГ (У) 


\ 


Theorem :(5) ама 17-81 


المستوي العمودي على АМ‏ مستقيمين متوازيين يكون عمودیاً على الآخر 


АВ //СО , AB 1 (х) 
D 1 (X) 


А 0 А 1‏ 5 ہچ ےے 
(المستوي الذي يقطع أحد مستقیمین متوازیین يقطع الآخر) (D)‏ = 6000 
وهم عط مهم 
في (26) نرسم ВЕ, BF‏ 


ثم نرسم 

<— uy 

اوبرت 

gow —— 5 

DH // BF 

)13 وازی ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى m < ABE = m < CDG‏ .` 
تساوى قياسهما وتوازى مستواهما) m > ABF = m > CDH‏ 
— 

AB ۱ (X) ( (معطى‎ 

نے بے ——< 

(العمود على مستوي يكون عموديا على جميع г. AB 1 BE , BF‏ 


المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي ) 
m > АВЕ = m > CDG = 90°‏ ۰ 
m < ABF = m < CDH = 90°‏ 
الست سودي على مسفیمین متقاطعن من نقطة (х) hip‏ 1 20 
يكون Шз фас‏ على مستويها) 
9 .= ۰ ۵ 
=( 
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]7-8-1[ نتيجة: 


المستقیمان العمودیان علی مستو واحد متوازیان 


, CD /JAB البرهان: ان لم يكن‎ 
a o 
DE // AB نرسم‎ 0€ (X) من‎ 


(يمكن رسم مستقيم وحيد موازلاخر من نقطة لا تنتمي اليه) 


| (المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون 
| عمودیاً على الاخر) 


ОИ 
(من نقطة معلومة يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم)‎ | 
| 


` 


Theorem (6) مبرهنة‎ ]7-9[ 


مبرهنة الاعمدة الثلاثة: اذا رسم من نقطة في مستو مستقيمان احدهما عمودي على المستوي 


والاخر عمودي على مستقيم معلوم في المستوي فالمستقيم الواصل بين اية نقطة من نقط 
المستقیم العمودي على المستوي ونقطة تلاقي المستقیمین یکون عمودياً على المستقیم المعلوم 


op Das av جح‎ 
B € (X) , CD c (X) , АВ ! (X) ВЕ СО : المعطیات‎ 
a <— 
V N c AB > NE 1 CD المطلوب اثباته:‎ 
та ہمت 1 < یه‎ š 
(عبارة توازي)‎ ВЕ // СО البرهان: من نقطة 8 نرسم‎ 


— 
معطی с (X)‏ 60 .. 
(ذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي أحدهما BF c (X)‏ > 
ونقطة من الآخر يحتويها) 
عه وه 
(معطى) BE 1 CD‏ ` 
< —<— 
(في المستوي الواحد المستقیم العمود على احد مستقيمين ВЕ 1 BE‏ = 
متوازيين يكون عمودياً على الآخر) 


) المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع NB | ВЕ‏ .` 
المستقيمات المرسومة من أتره ضمن ذلك المستوي) 
تقاطعهما يكون عمودیاً على مستويهما) 
(المستوي العمودي على Ах!‏ مستقيمين متوازیین يكون г. CD 1 (МВЕ)‏ 
عمودياً على الآخر) 

۳۳ = —— ——< 
(المستقیم العمودي علی مستو یکون عمودیا علی جمیع г. ЕМ 1 CD‏ 


u €‏ ج Л‏ : سر 
وهذا شان كل مستقيم یصل ايه نقطه من AB МА‏ بالنقطھ E‏ یکون عمودیا علی CD‏ 


ё--3.3 
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نتيجة مبرهنة )6( الاعمدة الثلاثة 

اذا رسم من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم مستقيمان احدهما عمودي على المستوي والآخر عمودي 
على مستقيم معلوم في المستوي. فالمستقيم الواصل بين أثري العمودين يكون عمودياً على المستقيم 
المعلوم في المستوي А‏ 


المعطيات: 


چ < — جه 
Ag (X) , CD c (X) , AB 1 (X) , AE СО‏ 
جه 


— 

المطلوب اثباته: ВЕ | CD‏ 
— — 5 ۓژزد+رےے a‏ 
البرهان: إن لم يكن BE 1 CD‏ من نقطه В‏ نرسم NB | CD‏ 


(44) رسم مستقيم عمود وحيد على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي‎ (КА) 


a 
` AB 1 (X) (معطی)‎ 
uy u 8 . 
АМ | CD (مبرهنة الاعمدة التلانة)‎ 
<— —— 
AE 1 CD (معطی)‎ 


— »م‎ 7 2 А 
.. لاله‎ 2 АЕ (А0 (يمكن رسم مستقيم عمود وحيد على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي‎ 


۹ 
2-4 цу. گر‎ 


® مثلث 860 قائم الزاوية في B‏ , ۸ نقطة ليست في مستوي هذا المتلث بحیث АС = СО,‏ 
AB = BD‏ برهن أن BC‏ عمودي على مستوي المثلث ABD‏ 


| المثلث BCD‏ قائم الزاویة في 8 


A & (BCD) , AB = BD , AC = CD | 
BC ۱ (ABD ) مطلوب اثياته:‎ 
BCD , АВС هان : المثلثان‎ х! 


AB=BD (і) 
AC = CD 
BC مشترك‎ 


.. يتطابق المثلثان (لتساوي ثلاث اضلاع) 


من التطابق يتنتج 
m > CBD = m > ABC - 65‏ 
معطى )909 = ВС 1 BD (т > BCD‏ 
بالبرهان )90° = ВС 1 АВ. (т > АВС‏ 
(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعین من نقطة ВС 1 (ABD)‏ 7 


تقاطعهما يكون عمودیاً على مستويها ) 
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£ ' 


AB ©‏ قطر في دائرة من نقطة مثل © على الدائرة رسم ١ CD‏ مستوي الدائرة برهن ان АС‏ 


D 


المعطيات: АВ‏ قطر دائرة » © نقطة على الدانرة ۰ CD‏ عمودعلی مستوي الدائرة 
المطلوب اثياته: AC 1 (BCD)‏ 


AB `.‏ , قطر دائرة مركزها О‏ (معطى) 
(الزاوية المحیطیةالمرسومة في نصف قطر داثرة قائمة) 909 = АСВ‏ < ص ٠.‏ 
AC І BC‏ :| 
(معطی) اي ان CD L (АВС)‏ | 
(المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع AC 1 CD‏ | 
المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 
(المستقیم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة AC 1 (BCD)‏ 


تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 
و . شب .مھ | 
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1 


© مثلث ABC‏ قائم الزاوية في 8 , АЕ 1 (ABC)‏ النقطة D‏ منتصف СЕ‏ النقطة N‏ منتصف 
AB‏ برهن على ان Е АВ | ND‏ 


в 


| منتصف‎ N , СЕ منتصف‎ ٥ АЕ 1 (АВС) ,B مثلث قائم الزاوية في‎ ABC : المعطیات‎ 
| АВ 
| АВ 1 ۱0 : المطلوب اثباته‎ 

البر هان : لتکن М‏ منتصف ۸6 
.۰ منتصف СЕ‏ 


) (معطی‎ АВ منتصف‎ N 


( قطعة المستقیم الواصل بين منتصفي ضلعي مثلث ۲۴ МО‏ 

MN // BC توازي الضلع الثالث)‎ 
`. AE | (ABC) (معطی)‎ 

"MD L (ABC) 


(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون عمودیاً على الاخر) 
زاوية قائمة (معطی) В‏ 


(اذا کان قياس الزاوية بين مستقیمین متقاطعین 909 АВ | BC‏ >= 
فان المستقيمين متعامدين) 

(المستقيم العمودي على احد مستقيمين متوازيين MN | AB‏ ` 
يكون عمودي على الاخر) М є (АВС)‏ .7 


= MD L (АВС), MN LAB ,AB с (ABC) 
7 АВ 1 ND (А0) الاعمدة‎ А ма) 


و . شب .م 


АТ, ЗУУ”.‏ تمارین )7-2( S‏ ےم 


ВС = 36 ,АВ-4ст, В مثلث قائم الزاویة فی‎ ABC 1 
.AD جد طول‎ CD = 12610 بحیث‎ CD ۱ (АВС) 


رسم 
2 برهن على ان المستقيمين العموديين على مستويين متقاطعین لایتوازیان ۔ 


AB -106 ۰ BD =5cm ° ËD 1 (АВС), میم‎ =30°, ABC Á 3/في‎ 
BHD جد قياس‎ AC عمودي على‎ ВН فأذا كان‎ 


Chapter 8 


Counting, Permutation апа Combiration مبدأ العد والتباديل والتوافیق‎ 


° ]8-1[ مبدأ з)‏ 
* ]8-1-1[ رمز المضروب . 
° [8-2] التباديل . 
° ]8-2-1[ قوانين التباديل ۔ 
| ° ]18-3 التوافيق . 

" |8-3-110] قوانين التوافيق . 
° ]8-4[ عدد طرق سحب عينة عناصرها(۲) من مجموعة عدد عناصرها (n)‏ . 
° -) نسبة الأحتمال . 
° [8-5-1] قوانین الاحتمالات . 
° [8-6]مبرهنة ذات الحدين . 


المصطلح الرمز أو العلاقة الرياضية 


n! =n(n-1) (n-2) х... x 2х1 n رمز مضروب‎ 


Р 5 п التبادیل‎ 


7 Р 


نسبة الإحتمال = - Р(А)‏ 


مبرهنة ذات الحدين (a+b)"‏ 
قانون الحد العام ا RB =G. a"‏ 
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©  نماثلا الفصل‎ о) 


[8-1] مبدأ العد Counting Method‏ 
اذا أمكن إجراء عملية باحدى الطرق المختلفة عددها (m)‏ وكان لدينا في الوقت نفسه عملية 

أخرى OS‏ إجراؤها بطرق عددها (n)‏ فان عدد الطرق التي يمكن بها أجراء العمليتين معا 
يساو ي : mxn‏ 

71 نل‎ 
р 

يوجد لدى صاحب مخزن 2290 انواع من الدراجات الهوائية ومن كل نوع یوجد أربعة احجام ومن 
كل حجم يوجد ست دراجات فما عدد الدراجات؟ 
۳ الحل: 


عدد الدراجات = 6 4 × 3 
2 - دراجة 


كم عدد رمزه مكون من ثلاث مراتب يمكن تكوينه من مجموعة الارقام : 
)1,2,5,7,8,9 


Ф‏ التکرار مسموح 
| التكرار غیر مسموح 
الحل: 
g‏ التکرار مسموح 
عدد اختیارات الرقم الاول = 6 
عدد اختیارات الرقم الثاني = 6 
عدد اختیارات الرقم الثالث = 6 
عدد الاعداد = 6 x 6 x‏ 6 = 216 
© النکرار غير مسموح 
عدد اختيارات الرقم الاول - 6 
عدد اختيارات الرقم الثاني - 5 
عدد اختيارات الرقم الثالث - 4 
عدد الاعداد = 6 x 5 x‏ 4 = 120 
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Ф 
: کم عدد رمزه مكون من رقمين وأصغر من )40( یمکن تكوينه باستخدام الارقام‎ 
41 , 2 , 3 , 4 , 5} 
تکرار الرقم مسموح في العدد نفسه‎ ® 
تکرار الرقم غير مسموح في العدد نفسه‎ ® 
: الحل‎ 


® عد اختیارات رقم العشرات = 3 
عدد اختیارات رقم ЗУ‏ = 5 
عدد الاعداد = 3 x‏ 5 = 15 


5 عدد اختیارات رقم العشرات = 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 4 
عدد الاعداد - 11-3х4‏ ۱ 


كم عدد رمزہ مكون ثلاثة مراتب واكبر من 500 يمكن تكوينه من الارقام 
)1,2,3,4,5,6,7 
| نکرار الرقم مسموح 
@ تكرار الرقم غير مسموح 
الحل : 
® عدد اختيارات رقم لمنات = 3 

عدد اختيارات رقم العشرات - 7 

عدد اختيارات رقم الاحاد - 7 

عدد الاعداد = 7х7х3‏ = 147 


55 عدد اختيارات رقم المنات = 3 
عدد اختيارات رقم العشرات = 6 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
з‏ الاعداد = 5х6х3‏ = 90 
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[8-1-1] رمز المضروب 
يظهر في احيان كثيرة في الرياضيات ضرب الاعداد الصحيحة الموجبة من العدد (n)‏ حتی )1( 


ويرمز له ni =|[n‏ ويقرأ مضروب П‏ 


ہے تنك ue‏ 


5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120 
- ملاحظة‎ 


أتفق على ان : 


(n + 1) п = 0 

n? + n - 30 = 0 

(n – 5) (n + 6) = 0 

یھمل لان n‏ یجب ان تکون عدد صحیح موجب n=-6‏ , کے لم" 


өг 


اذا كان 5040 = Ад Làn!‏ 5 (0)؟ 
الحل : 

5040 

5040 

2520 

840 

210 

42 

7 


1 


n ! = 5040 
:. 0 ! 27 ۷ 6x 5 x 4 x< 3 ۷ 2 « 1 


۲ ! = 7! 


`. n = 7 


(permutation) [8-2]التبادیل‎ 


یسمی وضع (n)‏ من الاشياء في ترتيب معين بانه تبدیل لهذه الاشياء (بشرط ان تأخذ جميع , 
هذه الاشياء) وتقرأ تبديل (n)‏ مأخوذ منه (r)‏ ويرمز للتباديل 


р", Яр (п, г) 


]8-2-1[ قوانين التبادیل 


= 8Х1Х6Х5! 336. (EU سس‎ әәә) 


* وممكن حل المثال حسب القانون الاول كما يلي : - 
8x7x6 = 336‏ - ةرم 


(حسب القانون الٹانی) 24 = 4х3х2х1‏ = !4 -کرم 


ويمكن توضيح ذلك حسب القانون الثالث 


©) 


جد عدد التباديل للحروف | ب ء ج المأخوذة منها أثنين في کل ја‏ 5 


الحل : 


аг 


ما عدد طرق توزيع )4( اشخاص على )4( وظائف شاغرة بحیث کل شخص له فرصة عمل 


متساوية مع الآخرين ؟ 


عدد الطرق 24 = 4×3×2×1 = “رم 


بكم طريقة يمكن لمجموعة من سبعة اشخاص في حفل ان يرتبوا انفسهم بحيث يجلسون في 


الحل 
عدد الطرق 5040 = р,” = 7! = 7х6х 5х4х3х2х1‏ 
O)‏ 

جد قيمة (n)‏ اذا کان 90 = р,"‏ 
الحل : 

р," = 90 
п (п-1) = 90 
п - n - 90 = 0 
(n 10)(п + 9) = 0 
< п= 10 , п= -9 یهمل‎ 


]8-3[ التوافیق Combination‏ 
هو كل مجموعة يمكن تكوينها من مجموعة من الاشياء مأخوذة كلها أو بعضها بصرف النظر 
عن ترتيبها ويرمز لها 


С", Е () = Ç (n ۴ r) 
قوانين التوافيق‎ [8 3-1] 


حسب القانون الاول 


485 


- كم لجنة ثلاثية يمكن تكوينها من )6( أشخاص ؟ 
الحل: 


0 


اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة الرياضيات هو )8( أسئلة المطلوب حل(5) أسئلة فقط. بكم 
طريقة يمكن الأجابة ؟ 
8x7x6x5x4 Ea‏ 


1( ا د —8 
5х4х3х2х1 24‏ 2 


بكم طريقة يمكن اختبار لجنة من ثلاثة رجال وسيدتين من بين )7( رجال و )5( سیدات ؟ 
الحل: 
يمكن اختيار ثلاثة رجال من بين سبعة رجال بطرق عددها 7 C‏ ويمكن اختیار السيدتين من بين 


خمسة سيدات بطرق عددها 5 C‏ أذن اختبار اللجنة بطرق عددها 
یدات بطرق C,‏ آذن اختیار اللجنه بطرق ۳ 7x6x5‏ 


نسا جا 22 = _ 5 7 
1 1 
2 3 


° E> 
كيس فيه )10( کرات حمراء و )6( کرات بيضاء سحبت منه )4( کرات معاً. ما عدد الطرق‎ 
التي تكون فيها الكرات المسحوبة من نفس اللون ؟‎ 


الحل: жиг + OO‏ = 66 + 60 
t 4х3х2х1 4×31 0 Ї‏ 
° 5 عدد الطرق 225 = 15 + 210 = 
۱ ثبت ان 
0 _ .7 
(ما ` ),( 
الحل: حسب القانون الثالث 
n Е п‏ 
)3-1( 
200200 7 
бо‏ ) 3 ( 
0ر _ 
)5( 
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o) 
й 
جد قيمة‎ 


С," = 55 اذا كان‎ (n) Z 


الحل: 


n (n-1) = 110 

n2 - n - 110 = 0 

(n - 11) (n + 10) = 0 
جه‎ п= 11 , ۸ = -10 يهمل‎ 


[8-4] عدد طرق سحب عينةعددعناصرها (r)‏ من مجموعةعدد عناصرها (n)‏ 


пећ" , п> 1 ۰۲ >0 حیث‎ 


عند السحب یجب مراعاة الاتي : 
1. السحب بالارجاع يعني ان کل عينة تسحب تعاد الى المجموعة الاصلية قبل الشروع بسحب 


عينة اخری. 
2 السحب بدون آرجاع: يعني ان العينة التي تسحب لا تعاد مره اخری الى المجموعة 
الأصلية. 
والمخطط الاتي يوضح عملية السحب :- 


عدد طرق سحب لعينة (r)‏ من مجتمع حجمه (n)‏ 
بالارجاع بدون ارجاع 


وجود الترتيب بدون ترتيب وجود الترتيب بدون ترتيب 
عدد الطرق = п‏ عدد الطرق = Ст‏ عدد الطرق = ۴٣‏ عدد الطرق = "5 © 
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بكم طريقة يمكن سحب )3( کرات من وعاء به )7( كرا 
0مہ الارجاع ومراعاة الترتيب 
| مع الارجاع وعدم الترتيب 
| دون أرجاع ومراعاة الترتيب 
© دون أرجاع وعدم مراعاة الترتيب 
الحل: 
@ عدد الطرق 
nr = 73 = 7х7х7 = 343‏ 


@ عدد الطرق 


7 7 А 9х8х7 
6 = С, ас 45 ЗГ = 84 
عدد الطرق‎ = 


7х6х5 = 0‏ = 7م 


7х6х5 الطرق‎ хэн СУ 


7 کے‎ 2 
5 3×21 Зэ 


x (8-1) ола АТУ, . m 


р‏ في معرض للسيارات توجد )5( أنواع من السیارات ومن كل نوع )3( نماذج ومن کل نموذج 
توجد (4) سيارات فما عدد السيارات في المعرض ؟ 


® كم عدد زوجي يمكن تكوينه من أربع مراتب مأخوذة من الارقام ( 5,1,6,2,7,4,8 ) 
| التکرار مسموح به في العدد نفسه . 
© التكرار غير مسموح به في العدد نفسه . 
| صندوق يحتوي على عشرة مصابیح )4( منها عاطلة سحبت ثلاثة مصابيح جد عدد طرق سحب 
9ا تن صالحة وواحد عاطل . 
| على الاقل مصباح صالح. 
| اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة ما هو (8) أسئلة وكان المطلوب حل خمسة أسئلة منها فقط 
بشرط أن تكون ثلاثة منها من الاسئلة الاربعة الاولى. فبكم طريقة يمكن الاجابة؟ 
| ما عدد الطرق لاختيار فريق لكرة الطائرة من )6( لاعبين من بين )11( لاعب. [الاختيار دون 
أرجاع وعدم مراعاة الترتيب] 
8 کم طريقة يمكن أختيار لجنة مؤلفة من خمسة أشخاص على شرط ان تحتوي على )3( طلاب و 
(2) طالبة من بين (7) طلاب و (6) طالبات 
® ستبعاد أحد الطلاب من اللجنة 
| احدی الطالبات لا يحق لھا المشاركة في اللجنة. 
##جد قيمة (n)‏ اذا كان 
يي Е‏ ),"(2 تق 10 = )"( 25( 72 Ps" Е‏ )8 
كم عدد رمزه مكون من ثلاثة مراتب واصغر من 600 يمكن تكوينه من الارقام 
)5,3,6.,2.7.9( 


, 


if 


| يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 
| لا يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 


اذا كان( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 ,4 , 2,3 , 41 = × فکم عدد رمزه مكون من )5( أرقام 
مختلفة يمكن تكوينه من عناصر ×؟ 


۱ 
а 2 


Probability الاحتمال‎ 


نبذة تأريخية :- 
في منتصف القرن السابع عشر ومن خلال الابحاث التي a‏ بها کل من باسکال pascal)‏ ( 
وفیرمات Fermat)‏ ) عند دراستهم لأرقام معينة في عالم المراهنة نشأت ((نظرية الاحتمالات |( 
واصبحت الأن تكتسب اهمية کبيرة في مجالات متعددة مثل الارصاد الجوية ء العلوم الهندسية › التأمين 
. الطب الحيوي حیث نظرية الوراثة تعتبر افضل تطبیق لنظرية الاحتمالات في هذا المجال والتي جاءعت 
عن طریق ( العالم مندل ) . 


1 - التجربة (Experiment)‏ : هو القيام بفعل معين ثم ملاحظة جمیع ما ينتج عن هذا الفعل . 


2 - التجربة العشوائية (Random Experiment)‏ : وهي التجربة التي تحقق الشرطین التالین:- 
أ. يمكن Ш‏ ان نصف جمیع نواتج التجربة قبل وقوعها 
ب. لا یمکن تحدید اي من النواتج ء یمکن ان یتحقق فعلاً في حالة حدوث التجربة 
(Dice) <‏ مرة واحدة وملاحظة الوجه الظاهري › نعلم مسبقاً ان الوجه الظاهري في 
الرمية سيكون зә)‏ الارقام 1,2,3,4,5,6 اي يمكن تحدید جميع النتائج الممكنة لکن من غير الممكن 
تحديد النتيجة بعينها لذا سميت هذه التجربة بالتجربة العشوائية 


sample spaces فضاء العينة‎ 


فضاء العينة في تجربة عشوائية هو جميع النتائج الممكنة لهذه التجربة ويرمز له 5 
يرمز الى عدد عناصر الفضاء بالرمز ( 5 ) n‏ 


ففي المثال الاول السابق 


فضاء العينة s=(1,2,3,4,5,6)‏ 
عدد عناصر الفضاء 6 n (s)=‏ 


"202. 


هو مجموعة جزئية من فضاء العينة , А‏ حدث من فضاء العینة A < 5 > S‏ 


الاحداث الشاملة 


لتكن В, A‏ , © أحداث من فضاء العينة S‏ يقال لهذه الاحداث شاملة اذا حفقت الشروط التالية: 
хал ®‏ الاحداث = S‏ فضاء العينة 
® تقاطعها مثنى مثنى ( كل اثنين منهما) = © 
© كل مجموعة منها ليست خالية 


ليكن (1,2,3,4,5,6)> 9 ناخذ بعض الاحداث من 
(4.1)-,8 حدث مركب (Compound Event)‏ 
لان عدد عناصره اكبر من )1( 

( Simple Event) حدث بسيط‎ А,-43) 


لان عدد عناصرہ =1 

has (6)-,ھ‎ 

A =(1,2,3,4,5)‏ مرکب 

Az = عدد یقبل القسمة علی 2,5 في نفس الوقت‎ = A, 

(Impossible Event) حدث مستحیل‎ = A, 

Ac-í5.2)‏ مركب 

А <)6,5,3,2(‏ مرکب 

A =(1,3,4,2,5,6)‏ حدث (Sure Event) хул‏ لان 5 = A,‏ 
نلاحظ .۸,۸ احداث شاملة من 5 


203. 


؟ ` 
© 5 ۸ معناه ۸ حدث من 5 
| © تسمى بالحدث المستحيل (الحدث الذي لا يمكن وقوعه ) 
© 5 فضاء العینة = الحدث المؤكد (( يقع دائماً (( 
As= 5-۸ @‏ يسمى الحدث المكمل للحدث А‏ ( او عدم وقوع الحدث (А‏ 
Complement Event‏ = عم 
© ۸ ں 8 يعني حدث وقوع الحدث ۸ أو 8 اي حدث وقوع احد الحدثین على الاقل . 
ВОА ©‏ يعني حدث وقوع الحدث ۸ و 8 اي حدث وقوع الحدثين معا 
A > 8 ©‏ يعني حدث وقوع الحدث ۸ يستلزم وقوع الحدث B‏ 
B . А = ANB = O @‏ حدثیین متنافيين Mutually Exclusive Events‏ 
| 0 الحدث الذي يتكون من عنصر واحد یسمی حدث بسيط. 
® الحدث الذي يتكون من عنصرين او اكثر یسمی حدث مركب. 


اذا كانت تجربة مركبة من تجربتين متتاليتين وكان فضاء العينة الاولی ,5 والثانية رو فأن 


® فضاء العينة للتجربة المركبة = s,xs,‏ (حاصل ضرب ديكارتي ) 


n(s,) x п(ѕ,)=п(ѕ) @‏ (( مبدأ العد)) 


ردو 


التجربة : القاء حجر نرد ثم قطعة نقود ثم حجر نرد مرة اخری التجربة هنا مركبة من التجارب 


الثلاث الاتية : 
الحل: 


(1,2,3,4,5,6) = ,5 حجر النرد الاول 
S, = {НТ}‏ حيث الصورة = (Неаа) H‏ : الكتابة = (Tail) Т‏ 
(1,2,3,4,5,6) = ,5 حجر النرد الثاني 
فان ,ك ×8× ,و - 5 (يمثل فضاء العينة للتجربة المركبة) 
.. عدد хайр‏ فضاء العينة للتجربة المركبة ( n(s) = n(s ) xn(s,) хп(ѕ,‏ 
n(s) = 6× 2х6 = 72‏ ثلاثئي مرتب 
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کے نے تمارین )8-2( KZ‏ مسر 
00 رمینا حجرين من احجار النرد جد 

0 عناصر فضاء العينة n(s)‏ ۔ 

® اكتب فضاء العينة 5 . 

| کنب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين اكبر او يساوي 9 . 
| اكتب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين يقبل القسمة على 6 بدون باق. | 
® اکتب الحدث الذي قيمة العدد الذي على وجه احد الاحجار ضعف العدد الذي على وجه الحجر 


الاخر . 
® من رمي حجر نرد مرة واحدة اكتب الاحداث الاتية ثم بين اي الحدثين منهما متنافيين 
Ф‏ ظهور عدد اولي 
| لحدث ظهور зе‏ زوجي 
| الحدث ظهور عدد فردي 
9 رمیت ثلاث قطع نقود مرة واحدة 

صف فضاء العينة 
' ® جد الحدث وجه واحد على الاقل صورة (H)‏ 
@ ظهور على الاكثر كتابة (T)‏ 


ї 
7 


لیکن 8 حدث من 5 حيث 5 فضاء ذي احتمالات متساوية فضاء منتظم uniform spaces‏ 


Probability Ratio نسية الاحتمال‎ ]8-5[ 
P = الاحتمال‎ 

نسبة احتمال حدوث الحدث А‏ = عدد عناصره / عدد عناصر الفضاء 

PA SNA TS) 


[1- 8-5] قوانین الاحتمالات : 
لیکن کل من 8,8 حدثين من 5 
ос (> 1‏ حیث 
Р(А) = 0‏ اذا کان зь А‏ مستحیلا 
Р(А) = 1‏ اذا کان Бэх A‏ مؤكدا 
اي ان نسبة احتمال اي حدث تنتمي للفترة المغلقة ] 0,1] 
Р(АПВ) = P(A) x P(B (‏ حدثان مستقلان ( احتمال حدوث اي منهما لا يشترط حدوث 


) الاخر‎ 
P(A U В)= P(A) +Р(В ) - P(ANB ) 


: اذا کان © = 8 6 ۸ يكون‎ 
P(AUB ) = P(A) + P(B ) 
P(A) +P(A°* ) = 1 
Р(А°) = | = Р(А) : اي‎ 


: | ЁЛ 


а. 
ав» 
اقراص مرقمة من 10 الى 21 سحب منها قرص واحد جد نسبة احتمال ان هذا القرص يحمل‎ 

عدد زوجياً او عدد يقبل القسمة على )3( بدون باق, 
الكل : 


)21 ,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20 { = 5 
ويمكن عدها 12 = 10+1- 21 = (п(ѕ)‏ 
لیکن А‏ حدث يحمل عدداً زوجیاً < 6= ( ۸)۸ 
Р(А) = п(А) /п(ѕ) = 6/12‏ 
لیکن В‏ حدث хэй‏ يقبل القسمة على 3 بدون باق. 
B = {12,15,18,21}‏ 
Р(В) = п(В) / п (s) = 4 / 12‏ 
ANB = { 12,18 ( = P(ANB) - Тэ‏ 
B) = Р(А) +Р(В) – Р(Аг\В)‏ ں Р(А‏ 
5 2/3 = 8/12 = 2/12 - 4/12+ 6/12 = 
و Ее‏ 
شركة افرادها هم 60 رجلا و 20 امرأة ء من الرجال 35 رجل متزوج ومن النسوة 12 متزوجة 
من هذه الشركة اختبر شخص واحد عشوائياً جد احتمال ان یکون : 
8 لشخص رجل 
هذا الشخص امرأة غير متزوجة 
الحل : 
® لیکن ۸الحدث ((الشخص رجل )) 
n(s) = 60 + 20 = 80‏ 
P(A) = 60 / 80 = 3/4‏ 
| لیکن B‏ الحدث (( الشخص امرأة غير متزوجة )) 
P(B) = 8 / 80 = 1/10‏ 


507. 


9 
И 


! 


۱ 
0 


ع 1 
ваь»‏ 
ا حجري نرد متمایزین مرة واحدة جد احتمال ان یکون مجموع العددین علی الوجهین 
الظاهرین يساوي 10 او مجموع العددین على الوجهین الظاهرین 9 
الحل : 
n(s) = 6× 6 = 6‏ 
لیکن А‏ = الحدث : مجموع العددین على الوجهین الظاهرین = 10 
А = ))5,5( , (4,6) , (6,4) ( > n(A) = 3‏ 
P(A) = n(A) /n(s) = 3 6‏ 
لیکن B‏ = الحدث : مجموع العددين (АР‏ الوجهين الظاهرين = 9 
В = ))4,5( , )5,4( , )3,6( , )6,3( ( =п(В) =4‏ 
2 = قا 4۱36۰۸ - Р(В)‏ 
B) = P(A) +Р(В)‏ ں Р(А‏ 
3/36-4/36-7/36- 


ав 
النرد مرة واحدة ما احتمال ان يكون العدد علي وجه احد‎ Дэм! حجري متمايزين من‎ Ма) ? 
6 = الحجرين هو ضعف العدد على الوجه الاخر أو العددين على الوجهين الظاهرين مجموعهما‎ 
: الحل‎ 
الحدث: العدد على الوجه الظاهري لأحد الحجرين ضعف العدد على الوجه الآخر‎ = А لتكن‎ 
A = (3.6) , (6,3), (2,4), (4,2), (1,2), (2,1)) 


P(A) = п(А) / п(ѕ) = 6 36‏ 
لیکن В‏ = الحدث : مجموع العددین على الوجهين = 6 

((3,3) , (2,4), (4,2), , )1,5( . (5,1) 

n(B) / n(s) = 5/ 36 

А ۲ 8 = ))2 ۰ 4), )4 , 2(( 

Р(А n B) = 2/36 

P(A U В) = P(A) +Р(В) – Р(АпВ) 

6 5 2 


23 0 
0 lI 
lI 


36 36 36 36 4 
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x. 


2 احتمال نجاح طالب في امتحان الریاضیات هو 90 % وليكن احتمال نجاح طالب اخر في 
الریاضیات هو 70 % جد نسبة احتمال نجاحهما معاً في أمتحان الرياضيات . 
الحل : 
لیکن P(A)‏ نسبة احتمال نجاح طالب الاول في الرياضيات 
С.Р(А) = 0.90‏ 
ليكن(8) انسبة احتمال نجاح طالب اخر في الرياضيات 
С.Р(В)-0.70‏ 
من الواضح ان 8 , ۸ حدثين مستقلين ) لان نجاح احدهما لا يتأثر بنجاح الاخر ) 
P(A n B) = P(A) x P(B)‏ 
x 0.70 = 0.63‏ 0.90 = 


С ۱‏ 
i @ |‏ 
/ صندوق يحتوي 8 اقراص بيضاء . 4 اقراص حمراء ۰ 3 اقراص خضراء سحبنا )3( № оа!‏ 
مرة واحدة جد نسبة احتمال الاقراص المسحوبة сул‏ نفس اللون 
| الحل: 
n = 8+4+3 = 15‏ 
г= 3‏ 
GA + C.) 5‏ + ,6)۔ Р‏ 
61 - 
3 55 
)88 
"يراد تکوین لجنة من 5 افتخاض هن بين 8 طلاب و 6 ДОЛЬ‏ 
® جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطلاب 
| جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطالبات 
الحل : 
n (s) = ٩‏ 


8 نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طلاب =( P(A‏ 
سك 8х7х6х5х4/14х13х12х11х10=‏ = ۱۸ م/ P(A) = C š‏ 
143 5 5 


® نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طالبات =( Р(В‏ 
Р(В) = С, 6 = 6х5х4х3х2/14х13х12х11х10 = 727‏ 


Ї 


| — A (8-3) تمارین‎ r. 1 


© صندوق يحتوي ثلاث كرات بيضاء مرقمة بالارقام من 1 ۰ 2 ۰ 3 وكرتين سوداويتين مرقمتين 

1 2 إذا علمت أن الكرات متماثلة بالحجم سحبت كرة واحدة جد احتمال 
أ. الكرة سوداء. ® الكرة بیضاء. © الكرة بيضاء وتحمل رقم فردي 

© رميت حجرين متمايزين من أحجار النرد: 
® ماهو أحتمال العددین الظاهرين مجموعهما 6 

® ماهو أحتمال الحصول على مجموع 7 او مجموع 11 

© صندوقان يحتوي كل منهما على 6 كرات بيضاء و 4 حمراء جد نسبة احتمال سحب 3 كرات 
بیضاء من الصندوق الاول. وسحب كرتين بيضاويتين وكرة حمراء من الصندوق الثاني. 

® لدينا 5 بطاقات مرقمة من 1 الى 5 سحبت بطاقة واحدة جد نسبة احتمال البطاقة لا تحمل 


رھ 
© كيس يحتوي على 20 كرة متجانسة في дэээ‏ عناصرها مرقمة من1 ... 20 سحبت كرة | 
واحدة. جد: 


| احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداً اصغر من 9. 
© احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداً اكبر من 5. 
© صندوق يحتوي على 21 قرص مرقم من 1 ... 21 سحب قرصان جد نسبة احتمال: 
® الترصان زوجيان. 
© لاول زوجي والآخر فردي. 
® لدينا 50 بطاقة مرقمة من 1 ... 50 جد احتمال العدد على البطاقة المسحوبة: 
® يقبل القسمة على 5. 
® يقبل القسمة على 7. 
® يقبل القسمة على 5 أو 7 
@ يراد اختيار لجنة طلابية تتكون من ثلاث اشخاص بين 12 طالب و 4 طالبات. ما احتمال كل 
ОФ‏ تكون اللجنة جميعها طلاب. 
© ان يكون في اللجنة طالب واحد فقط. 
® رميت حجري نرد متمایزان مرة واحدة ما احتمال ان يكون مجموع العددين الظاهرين 9 أو 
يساوي 11 
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مبرهنة ذات الحدين ؛ هي قانون لایجاد ما يساوي أي مقدار ذي حدين مثل ) (a+b‏ إذا رفع 
الى أي اس بدون إجراء عملية الضرب إذا كان الاس عدداً صحیحاً موجباً. 
اذا كان 2,0 عددين حقيقيين و п‏ عدداً صحيحاً موجباً 
ат b? + .... + ec р 9‏ دی + a" Стат b‏ كيك = ۳( a+b‏ ( 

(a-b)" = Cı" a" - С," ат! b + Cn ar"? р> - .... + C " (-b)" 
| نلاحظ ان حدود هذا المفكوك تكون سالبة او موجبة على التعاقب ويكون الحد الاخير موجبا إذا كانت‎ 
Р زوجية وسالبة إذا كانت م فردية‎ 0 


| 6- 8 ] مبرهنة ذات الحدين Binomial Theorem‏ 


1( عدد حدود المفكوك = 1+ 
2( أس الحد الاول واس الحد الاخير n=‏ 

3( مجموع أسس الرموز المكونة للحد = n‏ 

4( اس الحد الاول يبدأ بالتناقص من ٢‏ الى 0 
اس الحد الثاني يتزايد من 0 الى n‏ 

5( اذا كان n‏ عدد زوجي فان عدد حدود المفكوك 
n‏ 

2 

6 اذا كان п‏ عدد فردي فان عدد حدود المفکوك 
یکون زوجي لذا فان رتبة الحدین الاوسطین 


يكون فردي ورتبة الحد الاوسط 1 + 


Я ntl +3‏ 1-1 1+م 
— | 1 + 7 ج 
و ” 2 و 


нь? 


(а+Ы) اوجد مفکوك‎ 
(a+b)°= C" a5 + С" 24 b + С" a3 þ2 +C" 2203 + C" a b4+C, 5و‎ 
= كج‎ + 5 24 b + 10 aš b2 +10 ab? + 5 a 4+5 


(101)°= (1+100)? = 1+ C 2 100 + С, )100 +C > (100) 
1+ 300 + 30 000 +1000 000 


1030301 


اذا كان مفكوك "(2+0) فان : 
قانون الحد العام 0۱ ۳ 


€> 


جد الحد الخامس في مفكوك ۱۶( 2+0 ) 
الحل : 1و P. 2 с" аг!‏ 


= 10 10-5+1 5-1 
P. co a b 


_ 10х9х8х7 
4x3x2x1 


“ما 36 210 = 
»4 
برهن إن مفكوك 10) X2+2/x2‏ ( يحتوي على الحد الذي فيه '× ثم جد معامله 
الحل : P = сп, ат"! Ы"!‏ 
P= c1 рб) реу"‏ 
یں ما - x15‏ 
سی (х22-2)‏ = 15× 
=г-2‏ 10 = 5۲ = 25-5۲ = 15 <> 55تير = x15‏ 
کر جج ںی Р, = со,‏ 
Р, -10(х75) (2/х?) = 20 5‏ 
20 معامل Р‏ 


2 


€> 


اثبت انه لا يوجد حد خال من (х)‏ في مفكوك 5x - 4/х? а‏ ( 
الحل: 1 P = ce", аг!‏ 


Р, = فان‎ (5x) ری‎ 
хо = (х)29" (х) 272 
хо = 22-3۷ 
0 = 22-3۲ > r= 22/3 =г z' 
X لا پوجد حد خال من‎ Г. 


اوجد الحدین الاوسطین في مفكوك 7( 2/3x‏ - 3/2 ) 
الحل : رتبتا الحدین الاوسطين هما : 


الحدان الاوسطان هما الرابع والخامس 
атг"! р'-!‏ 


(3/2) (-2/3х)* 


۲-1 


3×21 16 


2 


_ 7x6x5 81 | -8 |-- 105 


27x3 


|, =e “مم‎ (-2/3x)' 


_ 7хбх5х4 А | 16 ۴ 70 
4×3×21 8 8184 3× 


08517 


اذا كانت النسبة بين الحدين الخامسء والعاشر في مفكوك (1+х)!2‏ تساوي 8/27 جد قيمة x‏ 
الحل: اعم P = c" аг!‏ 


۳۶ 


| = 2م‎ 4 
P. c х 
= 12 9 — 2م‎ 9 
P. لن دز ام‎ x 


c2, х3/с2, х”-8/27 


1> 9 5 3х2х1 _ 8 
4x3x2x1 12х11х10 х” 27 


9/4x5 = 8/27 > х5 = 927/8 > x = =. 


N 


OE) 


اختصر المقدار “( ×-2 ) +( ×+2 ) الى ابسط صورة ثم جد القيمة للمقدار 
2-13( +( ۷3+ 2) 
الحل : 
ضعف الحدود الفردية = *(×-2) + (2+х)‏ 
في مفكوك 25505( 
[P +*P,+P.]‏ 2 = 
(2)2(x)2+x41‏ رمع +24] 2 = 
[4×+16+24×2] 2 = 
نضع 3 ۷- × 
[16+24х3+9] = 2 ۰97 = 4‏ 2 = 


ААД ثم اوجد‎ (x+ 


( x+ : аа ضعف الحدود الزوجية 5 سل‎ 
في ہد چو‎ 
= 2 [P,+P +P ] 
= 2 [cî x4A(1/x)+c; х2(1/х) + ہ‎ (1/x)5 1 
= 2 [5x°š+10/x +1/x°] 
x=2 ма 
= 2-4-- +5) = 2 [5х22+(10/2)+(1/32)] 


مو = )1/16(+80+10 = [(1/32)+40+5] 2 = 


Ї 


x “оо (8-4) تمازين‎ AS 


@ جد مفكوك كل مما يأتي : 15 а.‏ 


® أوجد الحد الثامن في مفكوك 


® اوجد الحدالاوسط في مفكوك 


| ® أوجد الحدين الاوسطين 2/3»((5)+32) 
® اذا كانت نسبة الحد الثامن الى الحد الثالث في مفكوك (3х+2)!9‏ تساوي 1/12 جد 


(x) قيمة‎ 


2 


Е 
7 


@ وجد الحد الخالي من x‏ في مفكوك 


© في مفكوك (X2+(a/x))°‏ 13 كان معامل × يساوي 80 .فإذا کان 1-× جد „а ХАВ‏ 
| فیما يأتي اربع اجابات واحدة منها صحيحة حدد الاجابة الصحيحة 
الحد الثالث في مفكوك 2(6+< ( | 


1. 3 2. 120х* 3. 40 ؛×‎ 4. 60x4 
متساويان فأن‎ ) 5х+4у)? اذا كان الحدان الاوسطان في مفكوك‎ 
| لا‎ x=(2/5)y 2. х-(4/5)у 3. x=5y4 4. х-у 


k ) 


۲٩ ۲ 
А ۲ 
ü V 


© الفصل التاسع‎ о) 
Chapter 9 


المصفوفات Matrices‏ 
۳۶ 9] تعريف المصفوفة . 

° ]2- 9 ] تعریف . 

° [3- 9 [ تعريف [ تساوي مصفوفتين ] . 

۰ [4- 9 ] بعض المصفوفات الشهيرة . 

۰ 9 ] جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي . 
9-5-٠‏ ] تعريف [ ضرب مصفوفة في эж‏ حقيقي ] . 
9-61٠ |‏ ] نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع . 

° ]7— 9 ] النظیر الضربي للمصفوفة . 1 
° ]8- 9 ] تعریف . 


۰ [9- 9 ] تعریف . 

. حل معادلات الدرجة الأولى في مجهولین باستخدام المصفوفات‎ ] 9 -10[ ٠ 

° ]11— 9 ] محددات الرتبة الثانية باستخدامها في حل معادلات المجهولین . 

11-۰- 9 ] استخدام المحددات في حل ثلاث معادلات من الدرجة الأولی في ثلاث متغیرات . 


— 


النظیر الجمعي للمصفوفة A‏ 


طریقة کرامر في حل معادلتین 
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(9.۔فصل :تسم € 


Matrices المصفوفات‎ 
Determinats المحددات‎ 


Matrices المصفوفات‎ : У او‎ 


مقدمة : 
| التعریف العام للمصفوفة : المصفوفات جمع كلمة مصفوفة وهي مفهوم رياضي 5393( دوراً 
МА‏ في معظم فروع АА‏ 23 › وقد لوحظت المصفوفات لأول مرة واستعملت من قبل العالم كيلي 
(1895 - 1821) وتستعمل المصفوفات في الوقت الحاضر من قبل المختصين في علم الاقتصاد 
١‏ |وعلم الاجتماع وعلم النفس . هذا فضلاً عن الدور الكبير الذي تلعبه في الرياضيات وخاصة فیما 
يسمى بالجبر الخطي ولها تطبيقات اخرى لاغنى عنها في الفيزياء والكيمياء وسائرالعلوم التطبيقية . 
! لنفرض أن اربعة طلاب D‏ ,© .8 ,۸ كانت درجاتهم في إختبار مادة الرياضيات هي على 
الترتيب 60ء 73ء ۰82 94 وفي الفيزياء 87 .84.68 75 على الترتيب . 
فيمكن تنظيم هذه المعلومات في جدول مستطيل يتكون من صفین وأربعة Блас)‏ كالآتي : 


إن الصف الاول في هذا المستطيل يعبر عن درجات الطلاب في الرياضيات والصف الثاني 
يعبر عن درجات الطلاب في الفيزياء كما أن العمود الاول يعبر عن درجات الطالب في المادتين 
معاً والعمود الثاني يعبر عن درجات الطالب في المادتين معاً وهكذا الطالبين 
ويمكن كتابة الجدول السابق على الصورة : 


60 73 82 94 | 00 73 82 4و 
87 68 84 75 3 87 68 84 75 
شكل (2- 9 ( شکل (1- 9( 


وسنختار في هذا الكتاب الشكل )1( 1 
їсэг‏ 
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.. مثل هذا الجدول (الترتيب) اي الشكل رقم )9-1 ) يسمى مصفوفة (Matrix)‏ . 


نأخذ المثال التالي : جدول الضرب: 
6 5 4 
12 10 8 6 


1 
2 
3 9 12 15 18 
4 12 16 20 24 


إن هذا الجدول له اربعة صفوف وستة اعمدة وكل хав‏ (عدد) في هذا الجدول يتحدد 
(يتعين ) موقعه بالصف والعمود . فمثلا )15( يقع في الصف الثالث والعمود الخامس ‹ بينما )16( 
يقع في الصف الرابع والعمود الرابع . 


تعريف (1 - 9 ( : 
المصفوفة عبارة عن تنظيم عددي مؤلف من mxn‏ عنصرا (1216136136)مرتبة في дээ‏ 
مستطيل مكون من n Ша т‏ عمودا ء m,n € N:‏ 


نقول عن المصفوفة انها من النوع "×١‏ وتقرأ m‏ في n‏ اذا كانت تحتوي صفوفاً 
(Rows)‏ عددها т‏ وأعمدة Columns‏ عددها n‏ كما نقول أحياناً واختصاراً إنها 
مصفوفة m,n € ۷ ۰ Mxn‏ 
سنرمز للمصفوفة بحرف مثل : ....... A, B, C‏ 

خشية الالتباس بين المصفوفة وعناصرها كما يجب الانتباه أن хайс‏ أي مصفوفة في هذا 
الكتاب تنتمي الى حقل الاعداد الحقيقية R‏ . 
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إن كلا من التنظيمات العددية الاتية هي عبارة عن مصفوفات : 


لاحظ المصفوفة А‏ هي عبارة عن ستة عناصر مرتبة في صفين وثلاثة «блар!‏ ان عناصر 
الصف الاول هي 3ء 2ء 1 وعناصر الصف الثاني هي 7, 0, 1- وعناصر العمود الثالث 
هي 7, 3 . 

وحسب تعريف (1- 9 ) نقول أن ۸ مصفوفة من النوع 2X3‏ حيث 2 = ۲ , 
п =3‏ وان B‏ مصفوفة من النوع 2 3 حيث m=3‏ , 0-2 
وان © مصفوفة من النوع 2 × 2 حيث т=2‏ , 0-2 
اما E‏ مصفوفة من النوع 4 × 3 
وبصفة Аде‏ اذا كانت А‏ مصفوفة من النوع mxn‏ فاننا نكتب А‏ على الصورة : 


п و‎ u 
Эр. صظ وو‎ а. і = 1,2,........ т 
А = ; : = ۰ 1 
: j=1,2, ........ n 
aá, шэг: an 


إن ,2 يمثل عنصراً إختيارياً (Ае)‏ في A‏ حيث يرمز 1 الى ترتيب الصف الذي يقع فيه العنصر بينما 
يرمز [ الى ترتيب العمود الذي يقع فيه هذا العنصر وبذلك بتعيين العنصر a,‏ 


А =‏ عين قيم جميع العناصر a,‏ 


الحل: 
بما ان المصفوفة من النوع 2×3 فان : 


1 = ( (یمثل العنصر في الصف الاول والعمود الاول‎ a, 
-1- العنصر في الصف الاول والعمود الثاني)‎ Са) а, 


وبالمتال 2= a‏ ,4- ر3 , 1-رره , a,,=5‏ 


نقول ان المصفوفتين В, А‏ متساويتان ونكتب 8-8 اذا تحقق الشرطان الاتيان معا : 
В .1‏ ھ من نوع واحد اي ان عدد صفوف А‏ يساوي عدد صفوف В‏ و عدد اعمدة А‏ يساوي 


عدد اعمدة B‏ . 


О - bi; 2‏ لجميع قيم زو і‏ الممكنة حيث زو أ عددان طبيعيان موجبان 


= ۸ اذا علمت ان 


6 1- 2 
А-В =‏ 
4- 0 3- 
الحل : 
من تعريف تساوي مصفوفتین نجد ان : 
а,-2 , 1 : 8,6 1 a, 3 ; a,,=0, a,=-4‏ 


]4 - 9 ] بعض المصفوفات الشهيرة : 

® مصفوفة المستطیلة Rectangular Matrix‏ : هي مصفوفة من نوع mxn‏ حيث m = п‏ 
وعندما ۲-1 تسمى (مصفوفة الصف Row Matrix‏ ) من النوع 1хп‏ 
وعندما 1 n=‏ تسمى (مصفوفة العمود Column Matrix‏ ) من النوع 1 m X‏ 

اي المصفوفة المربعة (Square Маїгіх)‏ : وهي مصفوفة من النوع ١ n‏ اي ان عدد 
صفوفها = عدد اعمدتها. 

© مصفوفة القطرية ( (Diagonal Matrix‏ : وهي مصفوفة مربعة جمیع غناصرها أصفار 
ما عدا العناصر الواقعة على القطرالاساس فیکون احدها على الاقل مغایراً للصفر . 

© مصفوفة الوحدة ) (Unit Matrix‏ : وهي مصفوفة قطرية یکون فیها کل من العناصر الواقعة 
على القطرالاساس مساوياً الواحد . 


۱ 


ца‏ المصفوفة الصفرية (Zero Matrix)‏ : وهي مصفوفة n‏ 10 وجمیع عناصرها اصفار 


وسنرمز لها بالرمز(0) 


3 -1 5 
1 3 6 


0 0 1 
ه. المصفوفة 0 1- 0 مصفوفة قطرية 3×3 عناصر قطرها 2, 1- , 1 
2 0 0 
0 0 
O 7‏ 1 
و. كل من المصفوفات 1 | : ,01 1 
1 0 
0 
ز. کل من المصفوفات :]0[ | 0 ІН [o‏ 1 
0 0 


7222. 


هي مصفوفة صفرية لاحظ أن كل واحدة تختلف عن الاخرى فمثلاً : 


0 | لان الاولى من النوع 2×1 بينما الثانية من النوع 1×2 


0 


[ 5 - 9 ] جمع المصفوفات وضربها في عدد حقيقي: 

تعریف :(4- 9( 
اذا كانت ] Га,‏ 
فان مجموعهما هو المصفوفة 

c =a, +b, حيث‎ €= | 5 | 


m хп مصفوفتين کل منها‎ ВЭ Р А - 


| ان هذا التعريف يعني أننا نستطيع جمع أي مصفوفتين В, А‏ إذا وفقط 121511 من النوع m xn‏ 
1 

نفسه وحينئذ ШХА‏ ان نکتب مجموعها بالصورة : ۱ 

-[a, +,‏ 8 + ۸ أي اننا نحصل على مصفوفة جديدة من النوع نفسه کل عنصر فیها یمثل ۱ 


| مجموع العنصرين المتناظرین بالوضع في A, B‏ 


8 


اذا كانت 4 3 2 
A=‏ 


|] 2 -4 
10 -2 


لاحظ ان 2۸ تمثل ضرب کل من عنصر في ۸ بالعدد (2) . 


تعریف : [5- 9 ] 
اذا كانت A= [a,]‏ مصفوفة m xn‏ وکانت K 6 R‏ فان حاصل ضرب المصفوفة 
A‏ بالعدد الحقیقی ‏ هو المصفوفة] C = Ë‏ حيث с, = Ka,‏ لجمیع aë‏ زا الممكنة 


KA= | ka, | : اي ان‎ 


ہے وه و . 5 1 А‏ : 
[ 6- 9 ] نظیر المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع 


5 ( 9 -6( : تعریف‎ 
:8 m xn مصفوفتين من النوع‎ А,В اذا كانت‎ 
A- B =A + (-1 (8 


ГРЕС ۱ 9 2 ў ГЭЭЧ A ` ` ۳ 


الحل : 


A-B = A+(-1)B 


خواص جمع المصفوفات : 
اذا كانت Ае фаза Н‏ المصفوفات من النوع m x n‏ فان النظام )+ (Н,‏ حيث )+( عملیة 

جمع المصفوفات يتمتع بالخواص الاتية : 

VA,B eH لانه‎ : H ثنائية على‎ )+( л | 

А +В CH فان‎ 


سو و ۱[ 


۷ ۸, 6 €H ابدالية‎ (+) ¿1 @ 

A+B=B+A فان‎ 

VA,B,C € H : تجميعية‎ (+) алФ 
(A+B) + C =A+ (B + С) فان‎ 


@ بوجد في H‏ عنصر محايد هو المصفوفة الصفرية )0( لانه 
VA СН‏ 
فان 0-۸۰ A+‏ -م + 0 


لكل مصفوفة ۸ تنتمي الى H‏ یوجد مصفوفة В-(зАЄН‏ 
بحيث А-8-0‏ 


ملاحظة: إن تحقيق الخواص السابقة يمكن إيجازها في قولنا | أن النظام (Н,+)‏ زمرة Е‏ 


1 2 7226. 


خواص صرب عدد حقيقي بمصفوفة : 
اذا كانت В‏ , ۸ مصفوفتین من النوع 0 1٦×‏ وکان R‏ ا کا فان : 


Өк + в) - .»ا‎ + к. в 
Өкі .А-к.А +1 .А 
Өк... А) = ) له (ا.»‎ 

68۱۳۲ K.A-0 ب‎ K-0 OR А-0 
Өғк.л-к.в ¿aK + 0> A=B 


60۵01۱۰۸-۸ 


O 


اذا كانت A,B, CEH‏ 
حيث Н‏ مجموعة المصفوفات من النوع mx n‏ فجد C‏ التي هي حل المعادلة 
C+B=A f‏ 
الحل : 
باضافة المصفوفة B‏ - الى الطرفين : 
C+ В + (-B)=A+(-B )‏ 
خاصية التجمیع في المصفوفات С-(В-В)-А-8‏ 
خاصية العنصرين المتناظرین =C+O=A-B‏ 
خاصية العنصر المحايد . С = А-В‏ = 


ملاحظة : 
إن -В‏ هي النظير الجمعي للمصفوفة В‏ وهو نظير وحيد والعنصر المحايد 0 وحيد 


وبالتالي يكون A-B‏ = © حلاً وحيدا للمعادلة . 


فجد حل المعادلة А‏ = 8 + 0 وتحقق من صحة الناتج ۔ 


الحل : 


е ЕФЕ: 


التحقيق : نحقق قيمة © في المعادلة : 


امسر 
که лусын‏ 9( 


,у, 2,1‏ × اذا کان : 
® جد قیم .2 , 


2y -h 


العملية : 
А‏ تعذر اجراء العملي 
في حالة تعذر اج 
К‏ السب 
لعملیات الاتية ان امكن » مع ذکر السبب فو 
ت الاتی 
جر العمل 


3 2 0 
© 


2- 
А -| 1‏ فجد المصفوفة К.А‏ عندما تكون : 
0 


к2 ®. جج‎ Ө. «о Ө . 


اذا كانت |1 5| حم 1 |5 0[ в-‏ 211 0 | =€ فعبر عن كل مما يأتي 
1 فو فة 
A + (B+C) Gp‏ چ 2A+B+C‏ 


600 باستعمال المصفوفات © , 8 , 8 الواردة في التمرين )4( حل Э5‏ من المعادلات المصفوفية 
الاتية : 


А-х-в-с Ф 
)-2(Х-с)-8 ® 


- 6 
(A+ X) = 3X + 28 © 


2)8 
لك 
2 


: Multiplication Of Matrices ضرب المصفوفات‎ 


سنوضح ضرب المصفوفات من خلال الامثلة الاتية: 
اذا كانت : 


فان حاصل ضرب Ах B‏ يعرف كما يلي : 


5 
وی‎ sdi 2 3» F 115 5+2х ЕРЕКЕ 410 


فان B‏ < ۸ یعرف كما يلي 3 ١ P‏ 


x(-1)+ 3 x 0 |> 7 |‏ 1 4 >“ 1593| | ۳ رام 


فان АХ B‏ يعرف كما يلي: 


| 1 X )-1(+ )-1(٠ 0+3 х 1 2 
| АХВ- - 
2 х )-1(+0 X 0+ 1 X 1 5 


0 


3 1 
` 


فان B‏ × ۸ يعرف كما يلي: 


31 2x 1+0 x 5+1 )-1( 2х3+0х1+1х0 
11х1+(-1)х5+3 )-1( 1х3+(-1)х1+3х0 


شروط ضرب Ах В‏ هي: 
أ. أعمدة А‏ = صفوف B‏ 
ب. اذا كانت А‏ من النوع mxL‏ ء وكانت B‏ من النوع LX n‏ فان حاصل الضرب ۸×8 
تکون مصفوفة من النوع ×۲ 

ج. اذا كانت А,В‏ مصفوفتین مربعتين ۳ mx‏ فان كلا من ВА , AB‏ مصفوفة مربعة тх m‏ 
وبصفة خاصة اذا كانت А-В‏ فسنکتب АА‏ بالصورة ۸2 اي ان А2 = AA‏ 


رت 


اذاكانت| 3 0 1 وت 0 


فجد ان امکن : 


2: ©2م‎ вх АФф ^х вө 


الحل : ہما ان عدد اعمدة ۸= عدد صفوف В‏ فان АХВ‏ يمكن ايجادها : 


لا يمكن ايجاد AX B‏ لان اعمدة В‏ +صفوف A‏ 


68 لا يمكن ايجادها لان اعمدة В‏ = صفوف B‏ 


ь 


اذا كانت 


0 
5 3 4 0 
فاثبت ان عملية ضرب المصفوفة غير ابدالية . 


الحل : 


3 5 2 0 21 25 
A X B = > 
0 4 3 5 12 20 


2 0 3 5 6 10 
BXA = х = 
3 5 0 4 9 35 


فاثبت ان 1×۸ = 1 АХ‏ وماذا تستنتج من ذلك ؟ | 
الحل : 


1х A=A كذلك‎ 


Т = نستنتج ان‎ .. 
0 1 أن‎ фены Р 


مصفوفة محايدة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفة المربعة من النوع 2×2 


x 1 x 1+0 x (-2)+ (1) x 3 -2 

у j=) 0 x 1+(-2)(-2)+ 3 X 3 = 13 

z 2 x 1-1Х(-2)40Хх 3 0 
х--2 , у-13 , 1-0 


0 


اذا علمت ان A‏ مصفوفة من النوع 2×3 ۰ 8 مصفوفة من النوع 3×2 فجد نوع كل من 
المصفوفات الاتية : 


(B XA) XB@ (АхвхАӨ вх A @ ۵ 


الحل 

2×2 مصفوفة 2×3 : م مصفوفة 3×2 + 8× ۸ مصفوفة‎ А 09 
3х3 مصفوفة‎ 8 × ۸ <= 2х3 مصفوفة‎ д . 3х2 مصفوفة‎ Be © 
2×3 مصفوفة‎ (В ХА) ХА = 2х3 مصفوفة‎ А .ع‎ 2х2 مصفوفة‎ (A xB) @ 
3×2 مصفوفة‎ (ВХА) X 8> 3х2 مصفوفة‎ В مصفوفة 3×3 ء‎ (ВХА) 


8 | "за. 


А? - ЗА +2 1 = 0 فائبت ان‎ A= 


1 
کت 
0 


1 
А? – ЗА + 21 = 
0 


0 0 و > او و و 1 
Да)‏ ف الثال, = = = = 
وڪ کت 0 0 2 o‏ ای وا" اه o‏ 


24۸ (10-2) مرن‎ А27 
ا۔م‎ 1 3 H 7 ۱ 1 اذا كانت‎ ® 
1 O 1 0 0 - 


فجد 

cxA@ вхАф вх 0ہ ۸۰۵ ۰ھ‎ 
A x (B xC) ® (АхВ) xc@ © 9 
: ,كما في التمرين السابق وكانت 1 مصفوفة الوحدة فاثبت ان‎ 8 ,C ذا كانت‎ бр 
в-40 Aa-c -1 ©  Ахв--В8хА( 

(A x B) x C= A x (B × ۵رہ‎ 
4 х 3 و6 مصفوفة‎ 3 x 3 و8 مصفوفة‎ 3 х 2 مصفوفة‎ A كانت‎ 11 р 


و0 مصفوفة 2 × 3 . فبين نوع كل من المصفوفات الأتية : 


вхоф cx<xe@ Ахоф охАф À> 80 
(A x D) x A@ (c xB) x @ D x (A x B)@ 


9 اجر عملية الضرب فيما يأتي + أن امكن واذكر السبب في حالة تعذر اجراء عملية الضرب: 


2 1 1 0 1 0 
اذا کانت C = 8 = A=‏ 
بد 3 ۱ 0 ی 0 ! 


بين صحة أو خطأ كل من العبارات الاتية مع ذكر السبب : 


Ах (В+С) = Ax B+A x c@ 
) 5+0( x ۔م‎ 8 xA+C x A@ 

А x (B+A) = A x B + ۵م‎ 

A х (B+C)= B x A +C x A@ 

( A x B) x C = A x (B x ور‎ 


اذا کانت 


: فاثبت ان‎ 
A2-2A - 31- О® 


в - 8 +۲ - 0 ® 


A xB + × © 


اذا كانت 


فاثبت ان A × B = B xA =I:‏ لاحظ ان 8 × 8 كل منها النظير الضربي للآخر. 


[7- 9 ] النظير الضربي للمصفوفة : Inveres of a Matrix‏ 
سنتناول هنا دراسة النظير الضربي للمصفوفة المربعة من النوع 2 × 2 فقط. 


تعريف :(7- 9 ) 

النظیر الضربي للمصفوفة A‏ من النوع 2×2 إن وجدت مصفوفة B‏ من النوع نفسه بحيث 
يكون : 8-1 A x В=В x‏ 

(2х2 المصفوفة المحايدة بالنسبة لعملية الضرب (أي مصفوفة الوحدة من النوع‎ 1 бох 
(B=A! بالرمز ۸۱ (اي ان‎ A للنظیر الضربي للمصفوفة‎ ја а 


The Determinat Of Matrix تعریف )9-8( : محدد المصفوفة‎ 


فان المقدار 0.6 - 0. 3 يسمى محدد المصفوفة A‏ ويرمز بالرمز 
وتقرأً دلتا أي أن : 
a b‏ 
Ж = = а.а - 6‏ 
с а‏ 


على القطر الاساس في المصفوفة А‏ مطروحاً منه حاصل ضرب العنصرين الواقعين على القطر 


| الآخر . كما أن الخطين | | لا يرمزان للقيم المطلقة . 
| 
` 
ав»‏ 
اذا علمت ان 0 2 0 2 | 
1 نت шаг‏ | 
3 
فاوجد 


Bx ۵2 Ax B® 5 محدد‎ © ET j 


ماذا تستنتج من الفرعین ج د . 


الحل : 

0 2 
20 مخدد Е y 2 × 3 -0 х (-6)-6 А‏ 
حلت _ م ا ا للك 

2 1 = — x 37 -0 ×1 = س‎ :B محدد‎ 5 

1 — 

2 011-- و‎ l 0 

= -АхХВ © 

-6 3 1 тү 0 1 


1 
5 0 2 0۱ 1 0 -вха © 
1 -- -6 3 0 1 


نستنتج من ов А!‏ ج , د أن كلا من В‏ , ۸ نظير ضربي للأخرى أي أن : 
حسب تعريف (7- 9 ) B-1= A‏ , 8 - حم 


تعريف (9- 9( : 


a 


اذا كانت 5 = А‏ فان النظير الضربی للمصفوفة A‏ يكون موجوداً 
с‏ ? 


а 


-b 


1 
۸ 6 a 


a b 
ان كان موجودا ) فيجب‎ ( А وللحصول على‎ А = Ї و‎ |= 


*اتباع الخطوات الاتية لایجادہ ويكون |a)‏ سھلا : 
قبل كل شيء نجد Д.ЗАЗ‏ ( محدد (А‏ فاذا كانت ۸-0 فان ۸ لیس لھا نظير ضربي واذا 
كانت 0 = ۸ فان للمصفوفة A‏ نظیراً на‏ يتعين كالاتي : 
أ. تبادل بین وضعي العنصرين الواقعين على القطر الاساس للمصفوفة ۸ . 
ب. نغير کل من اشارتي العنصرين الواقعين على القطر У)‏ للمصفوفة ۸. 
ج. نضرب المصفوفة الناتجة بعد اجراء عمليتي أ » ب بالعدد — فنحصل على 7 ۸ 


js. `" 
239 ` 


1 


x 
0 


0 
بك 
لا 


ان هذا يعني انه اذا كانت 8 مصفوفة قطرية عناصرها مغايرة للصفر فان نظيرها مصفوفة 
قطرية أيضاً عناصر قطرها هي مقلوب عناصر القطر في B‏ . 


ولما كانت 8 х‏ 8 مصفوفة قطرية قطرها مغایراً للصفر فان : 


(A x B) 1 = 1 


4у 


(А х B) (А х В) = (А х В) (А х В)! =I 


أي من المصفوفات الاتية لھا نظير ضربي ثم أوجده : 


أب 
یب دب 
Ф м‏ 
о‏ 
233611 
يم 


-1 вэ 5 2 0 
1 ° Е 3 © 4 © 


الحل:.أ. لهذه المصفوفة نظير ضربي : 
0 2 
| .. لهذه المصفوفة نظير ضربي هو : 0 8۶ - |ام ,| д‏ 
0 : 
E‏ ےتا 
1 3- 2 3-] 8 
4 8 | 
5 5- 
0 = رو A= = -5 ×3 - 5 х‏ 
22 )3-( . 


.. لیس لهذه المصفوفة نظیر ضربي . 


1 1 
2 2 
1 1 
2 2 


-20 х 3 = 0 


.. لیس لهذه المصفوفة نظير ضربي . 


ابا 


3 
إحسب قيم × التي تجعل المصفوفة الاتية ليس لھا نظير ضربي 


12 x 5 


x 


۳ ليس لھا نظير ضربي عندما تكون محددتها صفراً أي 


x 3 
= x2-—-3x12 = 0 


1 
£ ` 


[10- 9 ]حل معادلات الدرجة الاولی في مجهولين باستخدام المصفوفات : 


اذا أعطینا نظام المعادلتین : 


يمكن كتابتها بالصيغة المصفوفية : 


تسمى А‏ مصفوفة المعاملات 8 مصفوفة المجاهيل » © مصفوفة الثوابت واذا كانت المحدد 
А +0‏ أي 0ے Л = ad - bc‏ فمن الممكن ايجاد حل (1) كما يلي : 


بضرب طرفي (1) في (Ах В) = ۱۵ А‏ الم 
خاصية التجميع 6 хВ= А x‏ زم (А! х‏ 
من تعريف النظير A‏ © »رادم -8 Ix‏ 

لان | عنصر محاید В-АСХС‏ 


من الواضح ان بمقدورنا الان إيجاد المجهولين ۷ , * (اللذین يشكلان حل نظام المعادلتین 
الاصلیتین ) بدلالة الثوابت العددیة a,b,c,d,L,k‏ 


حل نظام المعادلتین الاتیتین باستخدام المصفوفات ثم حقق النتائج: 


الحل : 


نكتب المعادلة المصفوفية 


1 
С = : حیث‎ АХ-С 
Ë 


A мл = ۸ =2 7-53 --1-0 


B = A-1 x © نظير ويكون الحل‎ Ас, 


р ۶ 
`-1 | -3 


Ё 


ЗИРЕ‏ تام مرن ں ZZ‏ مسر 


@ جد النظير الضربي لكل من المصفوفات الاتية كلما امكن ذلك : 


© اذا کانت 


00سب 55 من д.‏ 
© جد ناتج Ах B1 , ВЭХАЛ‏ 
ج جد ناتجهما AxB , (A xB)“‏ 
@ تحقق من أن انكر جه 


حل نظام المعادلتين الاتيتين باستخدام المصفوفات ثم حقق النتائج : 


3x - 4y = -5 
Зу – 5х = 1 


ثانيا : المحددات 
[11- 9 ] محددات الرتبة الثانية واستخداماتها في حل معادلات المجهولين 
اذا اعطينا نظام المعادلتين الاتیتین في مجهولين ۷ X,‏ : 


ax + by = L....... 


موه 


فان الاعداد  , d‏ , ط ,2 تسمی المعاملات ‏ آما العددان L, k‏ فیسمیان الثوابت تکون : 


b 


X نلاحظ ان معاملات المجهول‎ А محدد المعاملات ويرمز لها بالرمز‎ Т 


L b 
k d 


تكون العمود الاول للمحدد ¿A‏ نسمي محدد المجهول X‏ ونرمز لها بالرمز Ax‏ 


ونحصل علیها من ۸ وذلك بعد الاستعاضة عن العمود الاول (معاملات×) بالثوابت L , k‏ 


| كما نسی |a L|‏ محدد المجهول y‏ وتر هق 3405.4 A y‏ وفك بعد 323524 عن 
c k‏ 


العمود الثاني (معاملات (y‏ بالثوابت K‏ , 1 والان بفرض ان 0 = Л‏ فان قيمتي المجھولین 
۷ تحددان بالعلاقتین : 


L b 
Ах Ld – bk 
x = т = = — ضکپچ-‎ 
a b ач4- bc 
c 
ak - cL 
Ay c 
y= = s= 
A a ad – bc 
c 
ا‎ 


O) 


حل نظام المعادلتين الاثنتين باستخدام المحددات : 


> 


5X -6Y=0 , 3X+ 4¥ =0 : حل نظام المعادلتين‎ 


€> 


حل نظام المعادلتین : 


المحددات من الرتبة الثالثة : 


1х5-4 х0) +0= 8 -15 2-7‏ 
او حل آخر (طریقة کریمر) : 


ЇР С 


-(2х 0 х 5+3х4х 0+0х1х (-1) - (0+2 х 4х (-1)+3х1х5) 
= 0- (-8+15) = -7 


3- = 4+ 3- 4- = )1-0( 4+ )1-0-( 3+ )2-0-(2= 
أو حل آخر بطريقة کریمر: 


= (2х2(-1)+(-3)х0х0+4х1х1) -(4х2х0+2х0х1+(-3)х1х(-1)) 
= (-4 +4) - (3) 
-3 


[11-1- 9 ] استخدام المحددات في حل ثلاث معادلات من الدرجة الاولى في ثلاث متغيرات 


اذا كان لدينا نظام المعادلات الاتي في ثلاث مجاهيل 2 х,у,‏ 
ax+ by + cz = d‏ 
by + 62 =,‏ + 2۷ 


a,x + لارط‎ + c,z=d, 


جد حل نظام المعادلات الاتي: 


x+ 3۷ - 2 = 1 
2х + 2۷ +z = 0 
3x + ۱۷ + 22 = -1 
: الحل‎ 


نجد محدد المعاملات ۸ : 


066 


جد قيم k‏ التي تجعل ААД‏ المعادلات الاتية Уа‏ : 


x+ky=0 
2x-y=0 
الحل:‎ 
يكون لهذا النظام حل عندما تكون محدد معاملاته لا تساوي صفراً عندما‎ 


1 k 1 


+0 > -1-2Ж-0-К---- 
22021 2 


1 
Г КЕК \ و‎ 


خواص المحددات : 


р‏ في اي محدد اذا بدلت الصفوف بالاعمدة والاعمدة بالصفوف بنفس ترتيبها فان БАЙ‏ المحدد لا تتغير. 


p /‏ 8 4 1 5 وہ 
0 


: صفوف أو أحد أعمدته‎ За) хайр المحدد لا تتغير عند ايجاد قيمته عن طريق‎ ЗАЛ 


| €s > 


لایجاد قیمة المحدد : 


1- 3 
54 - 2 0 1 4 0 4 2- 2-|4 2_ 
1 5 3= 5 3- 1 ۱ 
قيمة المحدد (عناصر أحد الصفوف). او | 
1- 3 1- 3 4 2- 
54 = 4 2_ 5+ 3- 0- 24 1 2- 


. أحد الاعمدة)‎ хайс) المحدد‎ ЗАД 


۱ ۳ 


| اذا كانت جميع عناصر اي صف اوعمود في محدد كلها اصفار فان قيمة المحدد تساوي 
صفراً . 


€s. > 


9 في اي محدد اذا بدلنا موضعي صفين متتالين او عمودین متتاليين فان قيمة المحدد الناتج 
تساوي قيمة المحدد الاصلي مضروباً في (1-) 


0 3 0 1 3 ' < | 


اذا تساوت العناصر المناظرة في اي صفين (أو عمودين ) في محدد فان قيمة المحدد تساوي 


et 


2 1 3 
-4 -1| =0 
2 1 3 


لان عناصر الصف الاول = عناصر الصف الثالث 


اذا وجد عامل مشترك في جميع عناصر اي صف )3 أي عمود) في محدد فان هذا العامل يمكن 
اخذه خارج المحدد. 


001 


3 5 [1 10 2 6 1 
216 7 81-16 7 8|= 112 7 
-1 0 4 -1 0 4 -2 0 4 


лау‏ قيمة المحدد اذا أضيفت عناصر اي صف أو (عمود) مضروبة بعدد ) (k‏ الى العناصر 
المقابلة لها في صف او عمود آخر . 


بدون فك المحدد أثبت ان : 


الحل 
نضيف العمود الاول الى الثاني فنحصل على 
а-В-с-1 1‏ 
а-В-с-1 1‏ 


a+b+c+1 1 


وبما ان عناصر العمودین الثاني والثالث متساوية فناتج المحدد = 0 


€> 


шд‏ أن قيمة المحدد = صفر دون استخدام طريقة المحددات ۔ 


الحل : 


3 3 
5 1- 3-1 = 
7 2 2 
أخراج عامل مشترك (3) من عناصر العمود الثاني خاصية (6) . 
حسب الخاصية )5( 30-0 = 


Ф 


أثبت ان : ( باستخدام خواص المحددات ( 


خاصية ( 6 ) . 


(7 ) عامل مشترك من عناصر العمود الاول ۔ 


خاصية ( 6 ) . 


(2 ) عامل مشترك من عناصر العمود الثالث 


خاصية ( 6 ) . 


( 3- ) عامل مشترك من عناصر الصف الثاني ... 


|  — PS A ( 9-4) تمارین‎ АУМ, ЗИРЕ 


| احسب ХАВ‏ المحددات الآتية : 


| #جد حل كل من انظمة المعادلات الآتية باستخدام المحددات : 


@ -3« - 5y - - 1 Ө >: -зу+ 4 


х+ бу = 3 5y = -4x -1 
! 
Өс - 70-0 
4L + 3k = 0 


ثم استخدم المصفوفات لحل انظمة المعادلات المذكورة في سؤال )2( . 
جد قيمة m‏ التي تجعل لنظام المعادلات الاتیة حلاً : 
х + 2у = 1‏ 
3x + ту= 4‏ 
® استخدم المحددات Ja!‏ انظمة المعادلات الاتية : 


6 ۱2-1 Ө -x + 3y +2 = () 


2x -y —z = -1 3x - 2y -2 =] 
Зх + 2۷ = 2 x + y +2z =0 
1 2 3 
3x = 2۷ + 3 + 2 كش - بيرت‎ уь ت‎ 2 - 1 
22 и ё 2, 3 4 
2х-у+4= 2 3x +y - z = -2 
у-21--х-3 6х - у + 22 = 0 


7257. 


@ جد قيم m‏ التي تجعل لنظام المعادلات الاتية Ма‏ : 
x-y+z =0‏ 
x + y + mz = 0‏ 


—x -۷ + 2 =] 


оф‏ ان المبادلة بین صفي محدد من الدرجة الثانية يغير من اشارتها فقط اي انه 


-1 1-х 


8 باستخدام خواص المحددات جد قيمة ناتج المحدد: 


3 5 -3 
-7 2 7 
2 4 -2 


© اثبت باستخدام خواص المحددات : 


